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源头问题

非线性规划ᱥ 20 世㓠 50 ᒪ代ᢃᔶခ形ᡆ的一䰞᯦ުᆜ科Ⱦ㗄国经
济ᆜ家૾㖍ᗭgᓉ᚟ૂ数ᆜ家䱵ቊե特gຊށ൞ 1948 ᒪ⹊ガ㓩Ӷൽ㺗
ᆎ൞性䇷᱄ᰬθ䙽ࡦ䘏ṭ一Ѡ问题：ྸ֋Ԅ无数〃ਥ㜳的战⮛㓺ਾѣθ

ћṲ判定ଠӑㆌ⮛㜳ֵঐᔾਂ方൞䍺源约束下ੂᰬ䗴᭬ࡦⴀ最大ौϋ

Ֆ㔕᣿ṲᵍᰛҎ数法ഖ无法༺⨼уㅿ式约束ᇙ઀ཧ䍛θ1951 ᒪ
H.W. ᓉ᚟ૂ A.W. ຊށਇ㺞的Ʌީӄ最优性条件Ɇθᱥ非线性规划↙式
䈔生的一Ѡ重㾷标ᘍȾ൞ 50 ᒪ代䘎ᗍ࠰Ҽਥ࠼⿱规划ૂ二⅗规划的ཐ
〃解法θᆹԢ大䜳ᱥԛ G.B. ѯ喆ށᨆ࠰的解线性规划的ঋ㓥形法Ѱะ
⹶的Ⱦ50 ᒪ代ᵡࡦ 60 ᒪ代ᵡ࠰⧦Ҽ䇮ཐ解非线性规划问题的ᴿ᭾的算
法θ70 ᒪ代৾ᗍࡦ䘑一步的ਇኋȾ
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源头问题

ሯӄᴿ约束条件的非线性规划问题θਥԛሼެ䖢ौѰ无约束条件的

非线性规划问题੄߃䘑㺂求解Ⱦ

例. ᴿ一ඍᇳѰ a 的㮺ງᯏᶵθሯ〦地ᣀњ䗯ᣎ䎭ڐᡆ″ᓋᇳ x1θ

″䗯 x2ȾⅨֵ″的⁠ᡠ面〥 S 最大θ″䗯与≪ᒩ的཯䀈 θ 的最优ٲᱥ
ཐቇϋ

䉣ᘖ (ড়䰞大ᆜ数ᆜ科ᆜᆜ䲘) 非线性规划方法 2025 ᒪ 7 ᴾ 29 ᰛ 4 / 85



..

. . . . . .

源头问题

最优৸数ᓋᇳ࠰䈛问题㾷ᢴ：᷆࠼ x1θ″䗯 x2θ″䗯与≪ᒩ的཯

䀈 θθֵ″的⁠ᡠ面〥 S 最大Ⱦᡶԛⴤ标函数Ѱ

maxS = (x1 + x2 cosθ) · x2 sinθ .

⭧ӄᓋ䗯与њѠᯒ䗯的ᙱ䮵度应ㅿӄງᯏᶵᇳ度θഖ↚约束条件Ѱ

x1 +2x2 = a.

ᴿ䇮ཐ最优ौ问题ਥԛ方׵地ሼㅿ式约束条件代ޛⴤ标函数ѣθֵ৕问

题䖢ᦘѰ无约束条件的最优ौ问题θ׵ӄ求解Ⱦӄᱥᵢ例਎Ѱ无约束条件的最

优ौ问题ᰬθⴤ标函数Ѱ

maxS = (a−2x2 + x2 cosθ) · x2 sinθ .
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当今应用

非线性规划൞ᐛ程Ƚ㇗⨼Ƚ经济Ƚ科⹊ȽߑӁㅿ方面䜳ᴿᒵ⌑的应

用θѰ最优设计ᨆבҼᴿ࣑的ᐛޭȾ䇮ཐᇔ䱻问题ྸ设计问题Ƚ经济ᒩ

㺗问题䜳ኔӄ非线性规划的㤹⮪Ⱦ非线性规划ᢟ大Ҽ数ᆜ规划的应用㤹

പθੂᰬҕ㔏数ᆜᐛ作㘻ᨆ࠰Ҽ䇮ཐะᵢ⨼论问题θֵ数ᆜѣ的ྸ凸࠼

᷆Ƚ数᷆࠼ٲㅿҕᗍࡦҼਇኋȾ
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面向世界科技前沿

1. 䠅ᆆ计算与᯦ᶆᯏ设计
◦ ൞䠅ᆆ∊特᧝࡬ѣθ䙐䗽非线性规划优ौ㜿ߨᓅࡍθ最大ौ䠅ᆆ䰞ؓⵕ
度δⴤ标函数Ѱགྷᵸ的䠅ᆆᘷ╊ौ方程ε

◦ ᯦ᶆᯏ࠼ᆆ结ᶺ优ौѣθ求解㯑定䉊方程的㜳䠅ᶷቅٲ⛯δ非凸优ौ问
题εθྸۢौࡸ⍱性փ⛯设计

2. 儎㜳⢟⨼与ཟ։㿸⎁
◦ 大型ᕰᆆሯ᫔ᵰδLHCε数ᦤ重ᔰ：䙐䗽非线性最ቅ二Ҏ法ᤕਾ㋈ᆆ䖞
䘯δ约束Ѱ᧘⎁器ࠖ֋䗯界ε

◦ ᵑ䘒䮒阵ࡍ䈹度优ौ：最大ौ㿸⎁᭾⦽δⴤ标Ѱ科ᆜԭٲ函数θ约束Ѱ
ཟ։ਥ㿷ᰬ䰪ネਙε

3. 人ᐛᲰ㜳前沿
◦ ␧度ᆜҖ模型䇣㓹ᵢ质ᱥ非线性规划δྸ Adam 算法优ौᦕཧ函数ε
◦ ⾔经ᷬᶺᩒ㍘δNASεѣ㠠ࣞ设计㖇㔒结ᶺθ需൞৸数䠅Ƚ㋴度Ƚᔬ䘕
䰪ᵹ㺗δཐⴤ标非线性优ौε
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面向经济主战场

1. Ჰឝ㜳源㌱㔕
◦ ⭫࣑䈹度：优ौ伄⭫/ݿՅ࣑࠰与⚡⭫ᡆᵢδⴤ标Ѱᙱਇ⭫ᡆᵢ最ቅθ约
束Ѱ⭫㖇▤⍷方程θ੾非线性ε

◦ ᗤ⭫㖇䘆㺂：㘹㲇㫺⭫⊖ݻ᭴⭫非线性ᦕ㙍模型θᇔ⧦经济Ă⧥ؓཐⴤ
标优ौ

2. Ჰ㜳࡬䙖与ב应䬴
◦ ঀሲ։Წ഼生ӝ䈹度：解ߩᑜᰬ䰪ネ约束的␭ਾ᮪数非线性规划
δMINLPεθ最ቅौ࡬䙖ઞᵕ

◦ ⢟⍷䐥ᖺ优ौ：䖜䖼䐥ᖺ问题δVRPεѣᕋޛ䚉䐥ᤛ๫函数δ非线性ᰬ
䰪ᡆᵢεθᨆॽ䞃䘷᭾⦽

3. 䠇㷃科技
◦ ᣋ䍺㓺ਾ优ौ：൞᭬ⴀ⦽⌘ࣞ⦽模型ѣᕋޛ非线性Ӛ᱉ᡆᵢ与伄䲟ԭٲ
δVaRε约束

◦ 㺃生૷定ԭ：求解 Black-Scholes 方程䖢ौѰ非线性规划问题࠼ᗤڅ
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面向国家重大需求

1. 㡠グ㡠ཟ与国䱨
◦ ሲᕯ䖞䘯优ौ：⟹ᯏ最ⴷ䐥ᖺ┗䏩㓾ㄥ约束δᗤ࠼方程约束的非线性最
优᧝࡬问题ε

◦ ড᱕᱕ᓝ䜞㖨：优ौড᱕䖞䚉৸数ԛ最大ौ㾼ⴌ॰ตδⴤ标函数੡三䀈
函数非线性亯ε

2. 䍺源ऎ᧘与⚴ᇩ人䆜
◦ ⸩⋯۞ቸਃ╊：䙐䗽非线性最ቅ二Ҏᤕਾ地䴽⌘数ᦤθ求解地下৸数࠼
ᐹ

◦ ⍠≪╊䘑模ᤕ：ะӄ൙㔪঍方程㓺δ非线性څᗤ࠼方程ε优ौ⋺⍠方案

3. ㋤伕ᆿ全与ߒ业⧦代ौ
◦ ㋴准⚂Ⓙ优ौ：㙜ਾ作⢟生䮵模型δ非线性生⨼䗽程ε与≪㛛ᡆᵢθᇔ
⧦ӟӝ最大ौ

◦ 䐥ᖺδ非⅝ࠖ䠂ᗍ䐓⿱约束εࢨᵰ䈹度：൞གྷᵸ地ඍ约束下优ौ᭬ߒ
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面向人民生命健康

1. ᯦㦥⹊ਇ与ॱᆜᖧ܅
◦ 㦥⢟࠼ᆆ࣑ࣞᆜ模ᤕ：ሱᢴ㴁ⲳ质Ă䞃։结ਾ㜳全局最ቅٲδ儎㔪非凸
优ौεȾ

◦ MRI ഴ܅重ᔰ：ু㕟᝕⸛⨼论ѣ的非线性↙ࡏौ模型δྸ L1 㤹数〶⯅约

束ε

2. ⯴⯻人⎁与ॱ⯍䍺源䈹䞃
◦ ⍷㺂⯻Ֆ᫣模型δྸ SEIRε৸数ᤕਾ：非线性最ቅ二Ҏṗ准模型与ᇔ䱻
数ᦤȾ

◦ 重⯽ᓀփ࠼䞃：൞ᰬグ约束下最大ौᮇ⋱ᡆࣕ⦽δⴤ标函数Ѱ生ᆎ⦽非
线性模型ε

3. Ѡ性ौ⋱⯍与健康㇗⨼
◦ Ⲃ⯽᭴⯍计划优ौ：䈹᮪ሺ线ࡸ䠅࠼ᐹδⴤ标Ѱ㛵ⱚ॰最大ौ/↙ᑮ㓺㓽
最ቅौθ约束Ѱ⢟⨼ࡸ䠅方程ε

◦ ਥサᡪ设༽数ᦤ᷆࠼：ะӄ非线性ᰬᓅ模型人䆜ᗹ㹶㇗ᔸᑮ
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非线性规划的一般形式

.
非线性规划..

......

ᡶ䉉非线性规划θᱥ᤽ⴤ标函数ᡌ约束条件ѣऻ੡ᴿ非线性函数的一

类最优ौ问题Ⱦ非线性规划问题ㆶ䇦Ѱ NLPδnonlinear programmingε
问题Ⱦ

一. 非线性规划的一般形式

minz = f (x) (2.1)

s.t.

h j(x) = 0 j = 1,2, · · · ,q

gi(x)≥ 0 i = 1,2, · · · , p
(2.2)

ެѣ x = (x1,x2, · · · ,xN)
T Ѱ N 㔪⅝≅グ䰪ѣ的向䠅⛯θT 㺞⽰䖢㖤θ f (x) Ѱ

ⴤ标函数θh j(x) Ѱ q Ѡㅿ式约束条件θgi(x) Ѱ p Ѡуㅿ式约束条件θऻᤢ䍺
源约束ૂ਎䠅约束Ⱦ
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非线性规划的标准式

.
ਥ㺂解ૂ最优解..

......

ᣀ┗䏩р䘦非线性规划的一般形式ѣ的条件的⛯〦Ѱਥ㺂⛯ (ਥ㺂解)θ
ᡶᴿਥ㺂⛯的集ਾ〦Ѱਥ㺂ตθ঩

K =
{

x = (x1,x2, · · · ,xN)
T | gi(x)≥ 0, i = 1,2, · · · , p; h j(x) = 0, j = 1,2, · · · ,q

}
㤛ḆѠਥ㺂解ֵⴤ标函数Ѱ最ቅθ঩ֵ (2.1) ᡆ㄁θቧ〦ᆹѰ最优解Ⱦ

二. 非线性规划的标准式： NLP 模型的标准形式ᴿњѠ㾷求

1. ⴤ标函数Ѱᶷቅ形式θ㤛৕ NLP 模型Ѱ max f (x) 形式θ应਎Ѱ

min[− f (x)] = min f ′(x)

2. 约束条件Ѱ ≥ ᡌ = ᡌ ≤ ਭȾ䘏䠂ᴿњ⛯ٲᗍ⌞ᝅ：一ᱥ৕ NLP 模
型的уㅿ式约束уᗻ਎Ѱㅿ式χ二ᱥ ≤ ӻ需用ć-1ĈҎ䈛约束的њ
ㄥθ঩ਥሼ䘏Ѡ约束਎ᡆ ≥ 的形式Ⱦ
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非线性规划模型的特殊类型

三. 非线性规划模型的特殊类型

(1) ᤿约束条件 gi(x) (ᡌ h j(x)) ᴿ与无θ࠼Ѱᴿ约束 NLP 问题ૂ无约
束 NLP 问题Ⱦ

(2) ᴿ约束 NLP 问题的ⴤ标函数ਥԛᱥ非线性函数ᡌ线性函数 (↚类
NLP 问题的约束条件ѣ䎭⸷ᴿ一Ѡ约束条件ᱥ非线性函数)Ⱦ

(3) 无约束 NLP 问题的ⴤ标函数ᗻ亱ᱥ非线性函数θެѣⴤ标函数Ѱ
ঋ਎䠅的非线性函数θ〦Ѱ NLP 的一㔪无约束优ौ问题θ৾〦一
㔪ᩒ㍘问题χ㤛ⴤ标函数ᴿཐѠ਎䠅θ〦Ѱ NLP 的ཐ㔪无约束优
ौ问题θᡌ〦ཐ㔪无约束ᶷٲ问题Ⱦ
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非线性规划模型的特殊类型

(4) 二⅗规划：ᴿ约束的 NLP 问题ѣθⴤ标函数Ѱ二⅗函数θ约束条件
全Ѱ线性函数θ〦Ѱ二⅗规划

(5) ࠖ֋规划：NLP 问题ѣθⴤ标函数਀约束条件的уㅿ式ޭᴿ非线性
的ཐݹཐ亯式形式θྸ

min f (x) = 6+3x1 −8x2 +7x3 +2x1x2 −3x1x3 −9x2
2 + x2

3

s.t. g(x) = 0.33x2x3 +3x−0.5
1 x−0.75

2 x−1
3 +4.5x0.5

2 x−1
3 x−0.5

4 −1 ≥ 0

x1,x2,x3,x4,> 0
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凸集与凸函数

഑. 凸规划

1. 凸集与凸函数的定义
.
凸集..

......

设 K ᱥ N 㔪⅝≅グ䰪的一⛯集θ㤛Աᝅњ⛯ x1 ∈ K,x2 ∈ K 的䘔线р的

ᡶᴿ⛯ αx1 +(1−α)x2 ∈ K (0 ≤ α ≤ 1)θࡏ〦 K Ѱ凸集Ⱦ

ᇔᗹ഼Ƚᇔᗹ⨹։Ƚᇔᗹ㄁方։ㅿ䜳ᱥ凸集θ഼⧥уᱥ凸集ȾԄ⴪㿸р

䇨, 凸集⋗ᴿޛ࠯䜞࠼, 䜞⋗ᴿグ⍔ȾԱ֋њѠ凸集的Ӛ集ᱥ凸集Ⱦ޻ެ
.
凸函数..

......

㔏定函数 f (x) (x ∈ D ⊂ R)θ㤛 ∀ x1,x2 ∈ D,λ ∈ [0,1]θᴿ

f (λx1 +(1−λ )x2)≤ λ f (x1)+(1−λ ) f (x2)

〦ࡏ f (x) Ѱ D р的凸函数
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凸函数

特ࡡ地θ㤛 f (λx1 +(1−λ )x2)< λ f (x1)+(1−λ ) f (x2)θࡏ〦 f (x) Ѱ D р的ћṲ
凸函数Ⱦ

ሼр䘦њ式ѣ的уㅿਭਃ向, ঩ਥᗍ࠯ࡦ函数ૂћṲ࠯函数的定义Ⱦᱴ❬, 㤛函
数 f (x) ᱥ凸函数 (ћṲ凸函数)θࡏ − f (x) 一定ᱥ࠯函数 (ћṲ࠯函数)Ⱦ
凸函数ૂ࠯函数的ࠖ֋ᝅ义ॷ࠼᱄ᱴ, 㤛函数ഴ形рԱњ⛯的䘔线༺༺䜳у൞䘏Ѡ

函数ഴ形的下方, ᆹ当❬ᱥ凸的Ⱦ线性函数ᰘਥⵁ作凸函数, ҕਥⵁ作࠯函数Ⱦ

2. 凸函数的性质

性质 1：定义൞凸集р的ᴿ䲆Ѡ凸函数的非䍕线性㓺ਾԃѰ凸函数Ⱦ
性质 2：设 f (x) Ѱ定义൞凸集 K р的凸函数θࡏሯԱ一ᇔ数 αθ集ਾ

Sα =
{

x|x ∈ K, f (x)≤ α
}

ᱥ凸集 (Sα 〦Ѱ≪ᒩ集)Ⱦ

䉣ᘖ (ড়䰞大ᆜ数ᆜ科ᆜᆜ䲘) 非线性规划方法 2025 ᒪ 7 ᴾ 29 ᰛ 16 / 85



..

. . . . . .

函数凸性的判定

3. 函数凸性的判定

ᙄṭ判ᯣ一Ѡ函数ᱥ凸函数ϋ俌ݾਥԛ⴪᧛דᦤ定义ৱ判ࡡȾሯӄਥᗤ

函数θҕਥ࡟用下䘦њѠ判ࡡ定⨼Ⱦ
.
一䱬条件..

......

设 K Ѱ N 㔪⅝≅グ䰪 RN р的ᔶ凸集θ f (x) ൞ K рޭᴿ一䱬䘔㔣څሲ
数θࡏ f (x) Ѱ K р的凸函数的ݻ㾷条件ᱥ：ሯԱᝅњѠуੂ
⛯ x1,x2 ∈ Kθᚈᴿ

f (x2)≥ f (x1)+∇ f (x1)
T (x2 − x1). (2.3)
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函数凸性的判定

䇷᱄：

ᗻ㾷性：设 f(x) Ѱ K р的凸函数θࡏሯԱ֋的 t (0 < t < 1) ᴿ

f (tx2 +(1− t)x1)≤ t f (x2)+(1− t) f (x1),

ӄᱥ
f (x1 + t(x2 − x1))− f (x1)

t
≤ f (x2)− f (x1).

Ԛ t → 0+θр式ᐜㄥ的ᶷ䲆Ѱ ∇ f (x1)
T (x2 − x1)θ঩

f (x2)≥ f (x1)+∇ f (x1)
T (x2 − x1).
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函数凸性的判定

性：Ա਌࠼ݻ x1,x2 ∈ Kθ⧦Ԛ

x = tx1 +(1− t)x2, 0 < t < 1,

Ԛࡡ࠼ x1 ૂ x2 Ѱ (2.3) ѣ的 x2θԚ x Ѱ (2.3) ѣ的 x1θࡏ

f (x1)≥ f (x)+∇ f (x)T (x1 − x).

f (x2)≥ f (x)+∇ f (x)T (x2 − x).

用 t Ҏр面的ㅢ一式θ用 (1-t) Ҏр面的ㅢ二式θ❬੄њㄥ⴮ࣖ

t f (x1)+(1− t) f (x2)≥ f (x)+∇ f (x)T [tx1 − tx+(1− t)(x2 − x)]

= f (x) = f (tx1 +(1− t)x2)

Ԅ㙂ਥ⸛ f (x) Ѱ K р的凸函数Ⱦ㤛 (2.3) ѰћṲуㅿ式θᆹቧᱥћṲ
凸函数的ݻ㾷条件Ⱦ
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Hessian 矩阵

凸函数的定义, ᵢ质рᱥ䈪凸函数рњ⛯䰪的线性ᨈٲуքӄ䘏Ѡ
函数的ٲχ㙂р䘦定⨼ࡏᱥ䈪ะӄḆ⛯ሲ数的线性䘇ղу儎ӄ䘏Ѡ函数

的ٲᡌᴨ线р਺⛯的࠽线൞ᴨ线ҁ下Ⱦ
.
⎭䎑 (Hessian) 矩阵..

......

ཐݹ函数 f (x) (x = (x1,x2, · · · ,xN)
T ) 的二䱬څሲ数㓺ᡆ的矩阵〦Ѱެ⎭

䎑 (Hessian) 矩阵θ䇦Ѱ

∇2 f (x) =



∂ 2 f (x)
∂x2

1

∂ 2 f (x)
∂x1∂x2

· · · ∂ 2 f (x)
∂x1∂xN

∂ 2 f (x)
∂x2∂x1

∂ 2 f (x)
∂x2

2
· · · ∂ 2 f (x)

∂x2∂xN

... ... . . . ...
∂ 2 f (x)
∂xN∂x1

∂ 2 f (x)
∂xN∂x2

· · · ∂ 2 f (x)
∂x2

N


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函数凸性的判定

.
二䱬条件..

......

设 K Ѱ N 㔪⅝≅グ䰪 RN р的ᔶ凸集θ f (x) ൞ K рޭᴿ二䱬䘔㔣څሲ
数θࡏ f (x) Ѱ K р的凸函数的ݻ㾷条件ᱥ： f (x) 的⎭䎑矩

阵 ∇2 f (x) ൞ K р༺༺ঀ↙定Ⱦ
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函数凸性的判定

例. 䈋䇷᱄ f (x) =−x2
1 − x2

2 Ѱ࠯函数Ⱦ

䇷᱄：

䇷法一：ሯӄԱᝅ᤽定њ⛯ a1 ૂ a2θ㘹㲇下式

−[ta1 +(1− t)a2]
2 ≥ t(−a2

1)+(1− t)(−a2
2)

ᱥੜᡆ㄁ϋኋᔶ੄঩ⵁ

a2
1(t − t2)−2a1a2(t − t2)+a2

2(t − t2)≥ 0

ᱥੜᡆ㄁ϋㆶौ੄ᗍ

(t − t2)(a1 −a2)
2 ≥ 0.

⭧ӄ 0 < t < 1θ᭻ t − t2 > 0Ⱦഖ↚р式ᱴ❬ᡆ㄁θԄ㙂࡟用定义䇷

᱄ f1(x1) =−x2
1 Ѱ࠯函数Ⱦੂ⨼ਥ䇷 f2(x2) =−x2

2 Ѱ࠯函数Ⱦṯᦤ性

质 2θ f (x) =−x2
1 − x2

2 ҕѰ࠯函数Ⱦ
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. . . . . .

函数凸性的判定

䇷法二：用一䱬条件䇷᱄ȾԱᝅ䘿਌њ⛯ X1 = (a1,b1)
Tθ

X2 = (a2,b2)
Tθࡏ

f (X1) =−a2
1 −b2

1, f (X2) =−a2
2 −b2

2,

∇ f (x) = (−2x1,−2x2)
T , ∇ f (X1) = (−2a1,−2b1)

T .

ഖ↚ (2.3) ㅿԭӄ

−a2
2 −b2

2 ≤−a2
1 −b2

1 +(−2a1,−2b1)

(
a2 −a1

b2 −b1

)
,

⇔−a2
2 −b2

2 ≤−a2
1 −b2

1 −2a1(a2 −a1)−2b1(b2 −b1),
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函数凸性的判定

঩

− (a2
2 −2a1a2 +a2

1)− (b2
2 −2b1b2 +b2

1)≤ 0,

⇔− (a2 −a1)
2 − (b2 −b1)

2 ≤ 0.

у㇗ a1,a2,b1,b2 ਌ӶѾٲθр式ൽᱴ❬ᡆ㄁, Ԅ㙂ᗍ䇷Ⱦ
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函数凸性的判定

䇷法三：用二䱬条件䇷᱄Ⱦ⭧ӄ

∂ f (x)
∂x1

=−2x1,
∂ f (x)
∂x2

=−2x2,

∂ 2 f (x)
∂x2

1
=−2 < 0,

∂ 2 f (x)
∂x2

2
=−2 < 0,

∂ 2 f (x)
∂x1∂x2

=
∂ 2 f (x)
∂x2∂x1

= 0.

ഖ↚ ∣∣∇2 f (x)
∣∣= ∣∣∣∣∣−2 0

0 −2

∣∣∣∣∣= 4 > 0,

ެ⎭䎑矩阵༺༺䍕定θ᭻ f (x) Ѱ (ћṲ) 函数Ⱦ࠯
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NLP 的凸规划

.
NLP 的凸规划..

......

ሯ非线性规划问题 NLPθ㤛 f (x) Ѱ K р的凸函数θgi(x) Ѱ RN р的

函数࠯ (−gi(x) Ѱ RN р的凸函数)θh j(x) Ѱ RN р的线性函数θࡏ

〦 NLP Ѱ凸规划Ⱦ

ਥԛ䇷᱄р䘦凸规划的ਥ㺂ตѰ凸集θެ局䜞最优解঩Ѱ全局最优

解θ㙂ъެ最优解的集ਾ形ᡆ一Ѡ凸集Ⱦ当凸规划的ⴤ标函数 f (x) Ѱ

ћṲ凸函数ᰬθެ最优解ᗻ定୥一 Ⱦ⭧↚ਥ㿷θ凸规(定最优解ᆎ൞ٽ)
划ᱥ一类∊䖹ㆶঋ㙂৾ޭᴿ重㾷⨼论ᝅ义的非线性规划Ⱦ⭧ӄ线性函数

ᰘਥ㿼Ѱ凸函数θ৾ਥ㿼Ѱ࠯函数θ᭻线性规划ҕኔӄ凸规划Ⱦ
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NLP 的凸规划

例. 䈋᷆࠼非线性规划

min f (x) = x2
1 + x2

2 −4x1 +4,

g1(x) = x1 − x2 +2 ≥ 0,

g2(x) =−x2
1 + x2 −1 ≥ 0,

x1,x2 ≥ 0.
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NLP 的凸规划

解： f (x) ૂ g2(x) 的⎭䎑矩阵的㺂ࡍ式ࡡ࠼ᱥ

|H|=

∣∣∣∣∣∣
∂ 2 f (x)

∂x2
1

∂ 2 f (x)
∂x1∂x2

∂ 2 f (x)
∂x2∂x1

∂ 2 f (x)
∂x2

2

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣2 0

0 2

∣∣∣∣∣= 4 > 0,

|G|=

∣∣∣∣∣∣
∂ 2g2(x)

∂x2
1

∂ 2g2(x)
∂x1∂x2

∂ 2g2(x)
∂x2∂x1

∂ 2g2(x)
∂x2

2

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣−2 0

0 0

∣∣∣∣∣= 0.

ṯᦤ二䱬条件⸛ f (x) ѰћṲ凸函数θg2(x) Ѱ࠯函数Ⱦ⭧ӄެԌ约束条

件ൽѰ线性函数θᡶԛ䘏ᱥ一Ѡ凸规划θެ最优⛯Ѱ X∗ = (0.58,1.34)′θ

ⴤ标函数的最优ٲѰ f (X∗) = 3.8
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最优解定义与结论

无约束非线性规划的解法:
一. 最优解定义与结论
㘹㲇无约束非线性规划问题：

NLP : min z = f (x)

ެѣ x = (x1,x2, · · · ,xN)
Tθᱴ❬无约束 NLP 问题ቧᱥ一Ѡ无条件函数的ᶷٲ

问题Ⱦ
.
局䜞最优解..

......

设 X∗ ∈ Dθ㤛ᆎ൞ δ > 0 ֵᗍሯ一࠽ X ∈ D,∥X −X∗∥< δθ䜳ᴿ
f (X∗)≤ f (X)θࡏ〦 X∗ ᱥ f (X) ൞ D р的局䜞ᶷቅٲ⛯ (局䜞最优解)Ⱦ特ࡡ
地当 X ̸= X∗ ᰬθ㤛 f (X∗)< f (X)θࡏ〦 X∗ ᱥ f (X) ൞ D р的ћṲ局䜞ᶷቅ
⛯ٲ (ћṲ局䜞最优解)Ⱦ
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全局最优解

.
全局最优解..

......

设 X∗ ∈ Dθ㤛ሯԱᝅ的 X ∈ Dθ䜳ᴿ f (X∗)≤ f (X)θࡏ〦 X∗ ᱥ f (X)

൞ D р的全局ᶷቅٲ⛯ (全局最优解)Ⱦ特ࡡ地当 X ̸= X∗ ᰬθ㤛

f (X∗)< f (X)θࡏ〦 X∗ ᱥ f (X) ൞ D р的ћṲ全局ᶷቅٲ⛯ (ћṲ全
局最优解)Ⱦ

函数 f (x) = f (x1,x2, · · · ,xN) 的一䱬ሲ数 ∇ f (x) =
(

∂ f (x)
∂x1

,
∂ f (x)
∂x2

, · · · , ∂ f (x)
∂xN

)T
〦Ѱ

ެ梯度θ䇦 f (x) ൞⛯ x0 = (x0
1,x

0
2, · · · ,x

0
N)

T ༺的梯度Ѱ

∇ f (x0) =

(
∂ f (x0)

∂x1
,

∂ f (x0)

∂x2
, · · · , ∂ f (x0)

∂xN

)T

.

൞ᗤ〥࠼ᆜѣθᴿྸ下一ݹ函数਌ᶷٲ的ᗻ㾷条件：ਥሲ的一ݹ函数 f (x) ൞

x∗ ༺਌ᶷٲθࡏ f ′(x∗) = 0 (ᶷٲ⛯ᗻѰど定⛯ᡌ傱⛯)Ⱦ↚结论ਥ᧞ᒵࡦཐݹ
函数的᛻形Ⱦ
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判定条件

.
ᗻ㾷条件..

......

设函数 f (x) ਥᗤθ㤛 x∗ Ѱ无约束非线性规划问题

NLP : min z = f (x)

的局䜞最优解θࡏ ∇ f (x∗) = 0 (ど定⛯ᡌ傱⛯)Ⱦ

.
..条件࠼ݻ

......

㤛梯度 ∇ f (x∗) = 0θъ⎭䎑矩阵 ∇2 f (x∗) ↙定θࡏ x∗ Ѱ无约束非线性
规划问题

NLP : min z = f (x)

的局䜞最优解Ⱦ
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判定条件

.
..㾷条件ݻ

......

㤛 f (x) Ѱਥᗤ的凸函数θࡏ梯度 ∇ f (x∗) = 0 的ݻ㾷条件ᱥ x∗ Ѱ无约束
非线性规划问题

NLP : min z = f (x)

的᮪։最优解Ⱦ
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无约束 NLP 问题

例. 求解无约束 NLP 问题：min f (x) = x2
1 +4x2

2 + x2
3 −2x1

解：

∇ f (x) =
(

∂ f (x)
∂x1

,
∂ f (x)
∂x2

,
∂ f (x)
∂x3

)T

= (2x1 −2,8x2,2x3)
T ,

∇2 f (x) =


2 0 0

0 8 0

0 0 2.


Ԛ ∇ f (x) = 0θᗍ f (x) 的傱⛯Ѱ x∗ = (1,0,0)TȾ৾ᱴ❬ ∇2 f (x) ↙定θ᭻ f (x)

Ѱ凸函数θNLP Ѱ凸规划θഖ↚ x∗ = (1,0,0)T Ѱ NLP 的局䜞最优解θ当❬ҕ
ᱥ᮪։最优解Ⱦ
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无约束 NLP 问题

ሯӄ定义൞凸集р的凸函数ᶛ䈪, ᆹ的ᶷቅٲቧㅿӄެ最ቅٲȾ
.
定⨼..

......

㤛 f (x) Ѱ定义൞凸集 K р的凸函数θࡏᆹ的Ա一ᶷቅ⛯ቧᱥᆹ൞
K р的最ቅ⛯ (全局ᶷቅ⛯)θ㙂ъᆹ的ᶷቅ⛯形ᡆ一Ѡ凸集Ⱦ

䇷᱄：设 x∗ ᱥ一Ѡ局䜞ᶷቅ⛯θࡏሯӄ࠼ݻቅ的䛱ต Nδ (x∗) ѣ的
一࠽ ‘xθൽᴿ

f (x)≥ f (x∗)

Ԛ Y ᱥ K ѣ的Ա一⛯θሯӄ࠼ݻቅ的 λ , 0 < λ < 1 ᴿ

(1−λ )x∗+λY ∈ Nδ (x
∗),

Ԅ㙂

f ((1−λ )x∗+λY )≥ f (x∗).
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无约束 NLP 问题

⭧ӄ f (x) Ѱ凸函数θ᭻

(1−λ ) f (x∗)+λ f (Y )≥ f ((1−λ )x∗+λY ),

结ਾр䘦њѠуㅿ式θ〱亯੄䲚ԛ λ ᗍࡦ

f (Y )≥ f (x∗).

䘏ቧᱥ䈪 x∗ ᱥ全局ᶷቅ⛯Ⱦ⭧性质 2θᡶᴿᶷቅ⛯的集ਾ形ᡆ一Ѡ凸集Ⱦ
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无约束 NLP 问题
.
定⨼ 2.7..

......

设 f (x) ᱥ定义൞凸集 K р的ਥᗤ凸函数θ㤛ᆎ൞⛯ x∗ ∈ Kθֵᗍሯӄ
ᡶᴿ的 x ∈ K ᴿ

∇ f (x∗)T (x− x∗)≥ 0, (2.5)

ࡏ x∗ ᱥ f (x) ൞ K‘р的最ቅ⛯ (全局ᶷቅ⛯)Ⱦ

䇷᱄：ṯᦤ定⨼ 2.1θ

f (x)≥ f (x∗)+∇ f (x∗)T (x− x∗),

ྸ↚, ሯᡶᴿ x ∈ K ᴿ

f (x)≥ f (x∗).

ᱴ❬θр䘦求解无约束非线性规划问题的ᗤ࠼法ᱥᴿ局䲆性的θഖѰⴤ标函

数ᵠᗻਥᗤȾഖ↚θ需ሱ求ެԌ方法Ⱦ
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下降迭代算法

二. 下降迭代算法
ѰҼ求Ḇਥᗤ函数 (定无约束ٽ) 的最优解θṯᦤ前面的ਏ䘦ਥྸ下䘑㺂: Ԛ䈛函

数的梯度ㅿӄ䴬θ⭧↚求ᗍど定⛯θ❬੄用࠼ݻ条件䘑㺂判ࡡθ求࠰ᡶ㾷的解Ⱦሯ一ݹ

函数ᡌㆶঋ的ཐݹ函数θ䘏ṭڐᴿᰬᱥਥ㺂的θռሯ一般 N 函数ݹ f (x) ᶛ䈪θ⭧梯

度 ∇ f (x) = 0 ᗍࡦ的ᑮᱥ一Ѡᖾ䳴求解的非线性方程㓺Ⱦሯуਥᗤ函数θу㜳ֵ用䘏ṭ

的方法ȾѰ↚θᑮ⴪᧛ֵ用迭代法Ⱦ

迭代法的ะᵢᙓᜩᱥ：ѰҼ求函数 f (x) 的最优解θ俌ݾ㔏定一Ѡࡓခզ计 x0θ❬

੄᤿Ḇ〃规ࡏ (঩算法) ᢴ࠰∊ x0 ᴪླ的解 x1θሯᶷቅौ问题θ f (x1)< f (x0)χሯᶷ大

ौ问题θ f (x1)> f (x0)χ߃᤿↚〃规ࡏᢴ࠰∊ x1 ᴪླ的解 x2, · · ·θྸ↚঩ਥᗍࡦ一Ѡ
解的ᓅࡍ {xk}Ⱦ㤛䘏Ѡ解ᓅࡍᴿᶷ䲆 x∗θ঩

lim
k→∞

∥xk − x∗∥= 0,

〦ᆹ᭬ᮑӄࡏ x∗Ⱦ
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下降迭代算法

㤛䘏算法ᱥᴿ᭾的θ䛙Ѿᆹᡶӝ生的解ᓅࡍሼ᭬ᮑӄ䈛问题的最优

解Ⱦу䗽⭧ӄ计算ᵰਠ㜳䘑㺂ᴿ䲆⅗迭代θ一般ਠ㜳ᗍࡦ䘇ղ解Ⱦ当┗

䏩ᡶ㾷求的㋴度ᰬθ঩ਥڒ↘迭代Ⱦ㤛⭧Ḇ算法ᡶӝ生的解的ᓅࡍ {xk}
ֵⴤ标函数ٲ f (xk) 䙆步ࠅቇθቧ〦䘏算法Ѱ下降算法Ⱦ

⛯ࡦ定ᐨ迭代ٽ⧦ xkθ㤛Ԅ xk ਇ沿Ա֋方向〱ࣞ䜳у㜳ֵⴤ标࠰

函数ٲ下降θࡏ xk ᱥ一局䜞ᶷቅ⛯θ迭代ڒ↘Ⱦ㤛Ԅ xk ਇ㠩ቇᆎ൞࠰

一Ѡ方向ਥֵⴤ标函数ٲᴿᡶ下降θࡏਥ䘿定㜳ֵⴤ标函数ٲ下降的Ḇ

方向 Pkθ沿䘏Ѡ方向䘸当䗾䘑一步θᗍࡦ下一Ѡ迭代⛯ xk+1θᒬֵ

f (xk+1)< f (xk).

䘏⴮当ӄ൞ሺ线 x = xk +λPk р䘿定᯦⛯

xk+1 = xk +λkPk,

ެѣ Pk 〦Ѱᩒ㍘方向θλk 〦Ѱ步䮵ᡌ步䮵ഖᆆȾ
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下降迭代算法

下降迭代算法的步骤ਥᙱ结ྸ下：

(1) 䘿定Ḇ一ࡓခ⛯ x0θᒬԚ k := 0χ

(2) ⺤定ᩒ㍘方向 Pkχ

(3) Ԅ xk ਇθ沿方向࠰ Pk 求步䮵 λkθԛӝ生下一Ѡ迭代⛯ xk+1χ

(4) Ỷḛᗍࡦ的᯦⛯ xk+1 ᱥੜѰᶷቅ⛯ᡌ䘇ղᶷቅ⛯Ⱦ㤛ᱥθڒࡏ↘迭

代ȾੜࡏθԚ k := k+1θ䖢ഔ (2) 㔝㔣䘑㺂迭代Ⱦ
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下降迭代算法

൞ԛр步骤ѣθ䘿਌ᩒ㍘方向 Pk ᱥ最ީ䭤的一步θ਺〃算法的॰

主㾷൞ӄ⺤定ᩒ㍘方向的方法уੂȾ࠼

⺤定步䮵 λk ਥ䘿用уੂ的方法Ⱦ最ㆶঋ的一〃ᱥԚᆹㅿӄḆ一ᑮ

数 (例ྸԚ λk = 1)θ䘏ṭڐ计算ㆶ׵θռу㜳ؓ䇷ֵⴤ标函数ٲ下降Ⱦ
ㅢ二〃〦Ѱਥ᧛਍⛯算法θਠ㾷㜳ֵⴤ标函数ٲ下降θਥԱᝅ䘿਌步

䮵 λkȾㅢ三〃方法ᱥะӄ沿ᩒ㍘方向ֵⴤ标函数ٲ下降最ཐθ঩沿ሺ

线 x = xk +λPk 求ⴤ标函数的最ቅٲ：

λk : min f (xk +λPk).

⭧ӄ䘏亯ᐛ作ᱥ求ԛ λ Ѱ਎䠅的一ݹ函数 f (xk +λPk) 的ᶷቅ⛯ λkθ᭻ᑮ〦

䘏一䗽程Ѱ (最优) 一㔪ᩒ㍘ᡌ线ᩒ㍘θ䘏ṭ⺤定的步䮵Ѱ最֩步䮵Ⱦ
一㔪ᩒ㍘ᴿॷ࠼重㾷的性质：൞ᩒ㍘方向рᡶᗍ最优⛯༺的梯度ૂ䈛ᩒ㍘

方向↙ӚȾ
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下降迭代算法

.
定⨼ 2.8..

......

设ⴤ标函数 f (x) ޭᴿ一䱬䘔㔣څሲ数θxk+1 ᤿下䘦规ࡏӝ生 λkλk : min f (xk +λPk),

xk+1 = xk +λkPk,

ᴿࡏ

∇ f (xk+1)⊤Pk = 0.
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下降迭代算法

ሯ一Ѡླ的算法θуӻ㾷求ᆹӝ生的⛯ࡍ㜳᭬ᮑࡦ问题的最优解θ

䘎㾷求ޭᴿ䖹ᘡ的᭬ᮑ速度Ⱦ设ᓅࡍ {xk} ᭬ᮑӄ x∗θ㤛ᆎ൞与迭代⅗
数 k 无ީ的数 0 < β < ∞ ૂ α ≥ 1θֵ k ԄḆѠ k0 > 0 ᔶခ䜳ᴿ

∥xk+1 − x∗∥ ≤ β∥xk − x∗∥α

ᡆ㄁θቧ〦 {xk} ᭬ᮑ的䱬Ѱ αθᡌ {xk} α 䱬᭬ᮑȾ当 α = 2 ᰬθ〦Ѱ二䱬

᭬ᮑθҕਥ䈪 {xk} ޭᴿ二䱬ᮑ速Ⱦ当 1 < α < 2 ᰬθ〦䎻线性᭬ᮑȾ当 α = 1

ъ 0 < β < 1 ᰬθ〦线性᭬ᮑᡌ一䱬᭬ᮑȾ
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梯度的性质

三. 梯度的性质
.
定⨼ 2.9..

......
函数 f (x) ൞⛯ x0 ༺的䍕梯度 −∇ f (x0) ᱥ f (x) ൞⛯ x0 ༺下降最ᘡ的方

向Ⱦ

.
定⨼ 2.10..

......
㤛梯度 −∇ f (x0) = 0θࡏ f (x) ൞⛯ x0 ༺沿䍕梯度方向 −∇ f (x0) уՐ߃

下降θ᭻ x0 Ѱ NLP 的最优解Ⱦ

⌞：Ѱ໔ᕰ算法ਥᬃ作性θ判定ć∇ f (x0) = 0Ĉਥㅿԭ地䖢ौѰ判

定ć∇ f (x0)≈ 0ĈȾ
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最速下降法

഑. 最速下降法
൞求解无约束非线性规划问题঩无约束ᶷٲ问题 (2.4) ᰬᑮֵ用迭

代法Ⱦ迭代法ਥ大։࠼Ѱњ大类：一类需㾷用ࡦ函数ሲ数θ঩用ࡦҼ函

数的解᷆性质θ᭻〦Ѱ解᷆法χਜ一类൞迭代䗽程ѣӻ用ࡦ函数ٲθ㙂

у㾷求函数的解᷆性质θ䘏类方法〦Ѱ⴪᧛法Ⱦ一般䈪ᶛθ⴪᧛法的᭬

ᮑ速度䖹មθਠᱥ൞਎䠅䖹ቇᰬᢃ䘸用Ⱦռᱥ⴪᧛法的迭代步骤ㆶঋθ

特ࡡᱥ当ⴤ标函数的解᷆㺞ṯᵢуᆎ൞θ䘏ᰬ解᷆法ቧ无㜳Ѱ࣑ҼȾ

ᵢ㢸ਠԁ㔃൞求解无约束ᶷٲ问题的解᷆法ѣ最ะᵢ的一〃数ٲ方

法ĂĂ梯度法Ⱦ
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最速下降法

问题ٲ定无约束ᶷٽ (2.4) 式ѣ的ⴤ标函数 f (x) ᴿ一䱬䘔㔣څሲ
数θޭᴿᶷቅ⛯ x∗Ⱦԛ xk 㺞⽰ᶷቅ⛯的ㅢ k ⅗䘇ղθѰҼ求ެㅢ k+1
⅗䘇ղ⛯ xk+1θᡇԢ൞ xk ⛯沿方向 Pk ሺ线ڐ

x = xk +λPk (λ ≥ 0).

⧦ሼ f (x) ൞ xk ⛯༺ኋᡆ⌦ई㓝数

f (x) = f (xk +λPk) = f (xk)+λ∇ f (xk)⊤Pk +o(λ ),

ެѣ lim
λ→0

o(λ )
λ

= 0Ⱦሯӄ࠼ݻቅ的 λθਠ㾷

∇ f (xk)⊤Pk < 0, (2.6)

঩ਥؓ䇷 f (xk +λPk)< f (xk)Ⱦ䘏ᰬ㤛਌

xk+1 = xk +λPk,

ቧ㜳ֵⴤ标函数ᗍ᭯ࡦ஺Ⱦ
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最速下降法

⧦㘹ሕуੂ的方向 PkȾٽ定 Pk 的模一定 (ъуѰ䴬)θᒬ设
f (xk) ̸= 0 (ੜࡏ xk ᱥど定⛯)θֵ (2.6) ᡆ㄁的 Pk ᴿ无䲆ཐѠȾѰҼֵ

ⴤ标函数ٲ㜳ᗍࡦታ䠅大的᭯஺θᗻ亱ሱ求ֵ ∇ f (xk)⊤Pk ਌最ቅٲ

的 PkȾ⭧线性代数ᆜ⸛䚉

∇ f (xk)⊤Pk = ∥∇ f (xk)∥ · ∥Pk∥cosθ ,

式ѣ θ Ѱ向䠅 f (xk) 与 Pk 的཯䀈Ⱦ当 Pk 与 f (xk) ਃ向ᰬθθ = 180◦ ъ

cosθ =−1Ⱦ䘏ᰬ (2.6) ᡆ㄁θ㙂ъެᐜㄥ਌最ቅٲȾᡇԢ〦方向

Pk =−∇ f (xk)

Ѱ䍕梯度方向θᆹᱥֵ函数ٲ下降最ᘡ的方向 (൞ xk 的Ḇ一ቅ㤹പ޻)ȾѰҼ
ᗍࡦ下一Ѡ䘇ղᶷቅ⛯θ൞䘿定Ҽᩒ㍘方向ҁ੄θ䘎㾷⺤定步䮵 λȾ当䟽用ਥ
᧛਍⛯算法ᰬθቧᱥ਌Ḇ一 λ 䘑㺂䈋算θⵁᱥੜ┗䏩уㅿ式

f (xk −λ∇ f (xk))< f (xk). (2.7)

㤛р䘦уㅿ式ᡆ㄁θቧਥԛ迭代下ৱȾੜࡏθ㕟ቅ λ ֵ┗䏩уㅿ式 (2.7)Ⱦ⭧
ӄ䟽用䍕梯度方向θ┗䏩 (2.7) 的 λ ᙱᱥᆎ൞的Ⱦਜ一〃方法ᱥ䙐䗽൞䍕梯度

方向的一㔪ᩒ㍘ᶛ⺤定ֵ f (xk) 最ቅ的 λkθ䘏〃梯度法ቧᱥᡶ䉉最速下降法Ⱦ
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最速下降法

㤛р䘦уㅿ式ᡆ㄁θቧਥԛ迭代下ৱȾੜࡏθ㕟ቅ λ ֵ┗䏩уㅿ
式 (2.7)Ⱦ⭧ӄ䟽用䍕梯度方向θ┗䏩 (2.7) 的 λ ᙱᱥᆎ൞的Ⱦਜ一〃
方法ᱥ䙐䗽൞䍕梯度方向的一㔪ᩒ㍘ᶛ⺤定ֵ f (xk) 最ቅ的 λkθ䘏〃梯

度法ቧᱥᡶ䉉最速下降法Ⱦ

最速下降法的ะᵢᙓᜩྸ下：㔏定ࡓခ⛯ x0θ㤛 ∇ f (x0) = 0θࡏ x0

঩Ѱ NLP 的最优解χੜࡏ f (x) ൞⛯ x0 ༺沿䍕梯度方向 −∇ f (x0) ᱥ

f (x) ൞⛯ x0 ༺下降最ᘡ的方向Ⱦӄᱥθ求解 NLP ⇔ ൞⛯ x0 ༺沿䍕梯

度方向 −∇ f (x0) 求函数 f (x) 的最ቅٲ ⇔ 求解ᶷٲ问题

P : min f (x0 −λ∇ f (x0)),

ެѣ λ Ѱ步䮵Ⱦ䘏䠂 P ᱥ一Ѡԛ λ Ѱ㠠਎䠅的一ݹ函数的ᶷٲ问题θਥ࡟用

ᗤ〥࠼⸛䇼求解Ⱦ设 P 的ᶷٲ⛯Ѱ λ0 (最优步䮵)θԚ x1 := x0 −λ0∇ f (x0)θ⭧

定⨼᱉䇷 f (x1)< f (x0)θ重གྷр䘦步骤Ⱦ
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算法步骤

算法步骤：

步骤 1. ਌ࡓခ⛯ x0 ਀ݷ䇮䈥ᐤ ε > 0θԚ k := 0

步骤 2. 计算 Pk =−∇ f (xk)

步骤 3. 㤛 ∥Pk∥ ≤ εθࡏ xk ঩Ѱ NLP 的最优解θ结束步骤χੜࡏθ䖢
步骤ޛ 4

步骤 4. 求解ᶷٲ问题 min f (xk +λPk)θᗍࡦᶷٲ⛯ λk

步骤 5. Ԛ xk+1 := xk +λkPkθk := k+1θ䖢ޛ步骤 2

最速下降法的算法模式ᇔ质рᱥ一〃特定形式的迭代法θެѣ x0

Ѱࡓခ⛯θPk Ѱᩒ㍘方向θ঩下降方向θᱥ॰ࡡуੂ算法的主㾷标ᘍθ

λk Ѱ步䮵θxk+1 := xk +λkPk Ѱ迭代Ṳ式Ⱦ
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最速下降法

例. 用最速下降法求解无约束非线性规划问题 NLP：

min z = (x1 −1)2 +4(x2 −1)2,

਌ࡓခ⛯ x0 = (1,0)′θݷ䇮䈥ᐤ ε = 0.01

解：

(1)

f (x) = (x1 −1)2 +4(x2 −1)2, ∇ f (x) = (2(x1 −1),8(x2 −1))′,

P0 =−∇ f (x0) =−(0,−8)′ = (0,8)′

(2)
∥P0∥=

√
02 +82 = 8 > ε
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最速下降法

(3)

x0 +λP0 = (1,0)′+λ (0,8)′ = (1,8λ )′,

f (x0 +λP0) = (1−1)2 +4(8λ −1)2 = 4(8λ −1)2

求ᗍᶷٲ⛯ λ = 1
8θ代ޛ x0 +λP0 = (1,1)′ = x1

(4)

P1 =−∇ f (x1) =−(0,0)′ = (0,0)′,

∥P1∥=
√

02 +02 = 0 < ε,

ᡶԛ最优解Ѱ x1 = (1,1)′
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约束非线性规划的解法

约束非线性规划的解法：

㘹㲇约束非线性规划问题 (2.1)-(2.2)θਥ㺂ต K = {x =

(x1,x2, · · · ,xN)
′ | gi(x)≥ 0, i = 1,2, · · · , p;h j(x) = 0, j = 1,2, · · · ,q}

.
NLP 的最优解..

......

ሯ非线性规划问题 (2.1)-(2.2) ਀ x∗ ∈ Kθ㤛 ∀ x ∈ Kθᴿ f (x∗)≤ f (x)θ

〦ࡏ x∗ Ѱ NLP 的᮪։最优解θ f (x∗) Ѱ NLP 的 (᮪։) 最优ٲχ㤛
൞ x∗ 的Ḇ䛱ต޻θᴿ f (x∗)≤ f (x)θࡏ〦 x∗ Ѱ NLP 的 局䜞最优解θ
f (x∗) Ѱ NLP 的 局䜞最优ٲȾ
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约束非线性规划的解法

定ٽ⧦ f (x)Ƚgi(x) ૂ h j(x) (i = 1,2, · · · , p; j = 1,2, · · · ,q) ޭᴿ一䱬
䘔㔣څሲ数Ⱦ设 x0 ᱥ非线性规划的一Ѡਥ㺂解θᆹ┗䏩ᡶᴿ约束Ⱦ⧦

㘹㲇Ḇ一уㅿ式约束条件 gi(x)≥ 0θx0 ┗䏩ᆹᴿњ〃ਥ㜳：

ެ一Ѱ gi(x0)> 0θሯ x0 ⛯的ᗤቅ᩺ࣞθ䈛约束ԃ❬ᡆ㄁Ⱦഖ㙂䘏

一约束ሯ x0 ⛯的ᗤቅ᩺ࣞу䎭䲆࡬作用θԄ㙂〦䘏Ѡ约束条件ᱥ x0 ⛯

的无᭾约束 (ᡌу䎭作用约束)χ
ެ二ᱥ gi(x0) = 0θ䘏ᰬ x0 ⛯༺ӄ䈛约束条件形ᡆ的ਥ㺂ต䗯界

рθਠ㾷 x0 ᴿ᩺ࣞθ䈛约束ቧਇ生਎ौȾഖ↚θ䈛约束ሯ x0 的᩺ࣞ䎭

作用θ᭻〦䘏Ѡ约束ᱥ࡬Ҽ䲆ࡦ x0 ⛯的ᴿ᭾约束 (ᡌ䎭作用约束)Ⱦᱴ
❬θㅿ式约束ሯᡶᴿਥ㺂⛯ᶛ䈪䜳ᱥ䎭作用约束Ⱦ
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约束非线性规划的解法

定ٽ x0 ᱥ非线性规划 (2.1)-(2.2) 的一Ѡਥ㺂⛯θ⧦㘹㲇↚⛯的Ḇ
一方向 Pθ㤛ᆎ൞ᇔ数 λ0 > 0θֵሯԱᝅ λ ∈ [0,λ0] ൽᴿ

x0 +λP ∈ K,

ቧ〦方向 P ᱥ x0 ⛯的一Ѡਥ㺂方向Ⱦṯᦤ梯度的性质θ൞ਥ㺂⛯ x0 ༺的ᴨ

面函数的梯度 ∇gi(x0)方向一定᤽向 K޻θ঩ਥ㺂方向与ᴨ面 gi(x) = 0ᵢ䓡ԛ

਀ᴨ面函数的梯度 ∇gi(x0) 䜳൞ਥ㺂⛯ x0 ༺的࠽ᒩ面的ੂםȾഖ↚θ㤛 P ᱥ
ਥ㺂⛯ x0 ༺的Ա一ਥ㺂方向θࡏሯ䈛⛯的ᡶᴿᴿ᭾约束 gi(x)≥ 0θൽᴿ

∇gi(x0)⊤P ≥ 0, i ∈ I,

ެѣ I Ѱ䘏Ѡ⛯ᡶᴿᴿ᭾约束下标的集ਾȾ
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约束非线性规划的解法

ਜ一方面θ⭧⌦ईޢ式

gi(x0 +λP) = gi(x0)+λ∇gi(x0)⊤P+o(λ ),

ሯᡶᴿᴿ᭾约束θ当 λ > 0 䏩ཕቅᰬθਠ㾷

∇gi(x0)⊤P > 0, i ∈ I, (2.8)

ቧᴿ gi(x0 +λP)≥ 0, i ∈ IȾ↚ཌθሯ x0 ⛯的无᭾约束θ⭧约束函数的䘔㔣

性θ当 λ > 0 䏩ཕቅᰬӜᴿр式ᡆ㄁ȾԄ㙂ਠ㾷方向 P ┗䏩 (2.8)θ঩ਥؓ䇷
ᆹᱥ x0 ⛯的ਥ㺂方向Ⱦ
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约束非线性规划的解法

㘹㲇非线性规划的Ḇ一ਥ㺂⛯ x0θሯ䈛⛯的Ա一方向 P ᶛ䈪θ㤛
ᆎ൞ᇔ数 λ ′

0 > 0θֵሯԱᝅ λ ∈ [0,λ ′
0] ൽᴿ

f (x0 +λP)< f (x0),

ቧ〦方向 P‘Ѱ x0 ⛯的一Ѡ下降方向Ⱦሼⴤ标函数 f (x) ൞⛯ x0 ༺作一䱬⌦ई

ኋᔶθਥ⸛┗䏩条件

∇ f (x0)⊤P < 0

的方向 P ᗻѰ x0 ⛯的下降方向Ⱦྸ᷒方向 P ᰘᱥ x0 ⛯的ਥ㺂方向θ৾ᱥ䘏

Ѡ⛯的下降方向θቧ〦ᆹᱥ䈛⛯的ਥ㺂下降方向Ⱦྸٽ x0 ⛯уᱥᶷቅ⛯θ㔝

㔣ሱ优ᰬ的ᩒ㍘方向ቧ应Ԅ䈛⛯的ਥ㺂下降方向ѣৱᢴȾᱴ❬θ㤛Ḇ⛯ᆎ൞ਥ

㺂下降方向θᆹቧуՐᱥᶷቅ⛯Ⱦਜ一方面θ㤛Ḇ⛯Ѱᶷቅ⛯θࡏ൞䈛⛯уᆎ

൞ਥ㺂下降方向Ⱦ
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约束非线性规划的解法

.
定⨼ 2.11..

......

设 x∗ ᱥ非线性规划 (2.1)-(2.2) 的一Ѡ局䜞最优解θⴤ标函数 f (x) ൞ x∗

༺ਥᗤθ㙂ъ当 i ∈ I ᰬ gi(x) ൞ x∗ ༺ਥᗤθ当 i /∈ I ᰬ gi(x) ൞ x∗ ༺䘔
㔣Ⱦࡏ൞ x∗ ⛯уᆎ൞ਥ㺂下降方向θԄ㙂уᆎ൞向䠅 P ੂᰬ┗䏩∇ f (x∗)⊤P < 0

∇gi(x∗)⊤P > 0, i ∈ I
(2.9)

䘏Ѡ定⨼ᱴ❬ᱥᡆ㄁的ȾӁᇔрθ㤛ᆎ൞┗䏩 (2.9) 的方向 Pθࡏ
沿䈛方向ᩒ㍘ਥᢴࡦᴪླ的⛯θԄ㙂与 x∗ Ѱ局䜞最优解的ٽ设⸑ⴴȾ

┗䏩 (2.9) 的方向 Pθ与⛯ x∗ ༺ⴤ标函数䍕梯度方向的཯䀈Ѱ䭆䀈θ与

⛯ x∗ ༺ᴿ᭾约束的梯度方向的཯䀈ҕѰ䭆䀈Ⱦ
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K-T 条件

一. ᓉ᚟Ăຊށ条件 (ㆶ〦 K-T 条件)
定ٽ x∗ ᱥ非线性规划的局䜞最优解θ䈛⛯ਥ㜳փӄਥ㺂ต的޻䜞θ

ҕਥ㜳༺ӄਥ㺂ต的䗯界рȾ㤛Ѱ前㘻θ䘏ӁᇔрᱥѠ无约束问题θx∗

ᗻ┗䏩条件 ∇ f (x∗) = 0Ⱦ⧦൞ᡇԢᶛ䇞论੄一〃᛻形：
уཧ一般性, 设 x∗ փӄㅢ一Ѡ约束条件形ᡆ的ਥ㺂ต䗯界рθ঩ㅢ

一Ѡ约束条件ᱥ x∗ ⛯的ᴿ᭾约束 g1(x∗) = 0Ⱦ㤛 x∗ ᱥ局䜞最优解θٽ
定向䠅 ∇g1(x∗) ૂ ∇ f (x∗) ⲼуѰ䴬θࡏ ∇g1(x∗) ᗻ与 ∇ f (x∗) ൞一条⴪
线ръ方向⴮ਃθੜࡏᗻᴿ方向 P ֵ (2.9) ᡆ㄁θ঩与ᴿ᭾约束的梯度
方向的཯䀈ᡆ䭆䀈θ㙂与ⴤ标函数的梯度方向ᡆ䫓䀈θ঩൞䈛⛯ቧ一定

ᆎ൞ਥ㺂下降方向θ䘏与䈛⛯ᱥ局䜞最优解⸑ⴴȾഖ↚θ൞р䘦条件

下θᆎ൞ᇔ数 λ1 ≥ 0 ֵᗍ

∇ f (x∗)−λ1∇g1(x∗) = 0.
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K-T 条件

㤛 x∗ ⛯ᴿњѠᴿ᭾约束θ例ྸ䈪ᴿ g1(x∗) = 0 ૂ g2(x∗) = 0Ⱦ൞䘏
〃᛻߫下θ∇ f (x∗) ᗻ༺ӄ ∇g1(x∗) ૂ ∇g2(x∗) 的཯䀈ҁ޻Ⱦੜࡏθᗻᴿ
方向 P 与 ∇g1(x∗) ૂ ∇g2(x∗) 的཯䀈ൽᡆ䭆䀈θ㙂与ⴤ标函数的梯度方
向ᡆ䫓䀈θ঩൞ x∗ ⛯ቧ一定ᆎ൞ਥ㺂下降方向θ䘏与䈛⛯ᱥ局䜞最优
解⸑ⴴȾ⭧↚ਥ㿷θྸ᷒ x∗ ᱥ局䜞最优解θ㙂ъ x∗ ⛯的ᴿ᭾约束条件
的梯度 ∇g1(x∗) ૂ ∇g2(x∗) 线性无ީθࡏਥሼ ∇ f (x∗) 㺞⽰ᡆ ∇g1(x∗) ૂ
∇g2(x∗) 的非䍕线性㓺ਾȾҕቧᱥ䈪θ൞䘏〃᛻߫下ᆎ൞ᇔ数 λ1 ≥ 0 ૂ
λ2 ≥ 0θֵᗍ

∇ f (x∗)−λ1∇g1(x∗)−λ2∇g2(x∗) = 0.

ྸр类᧞θਥԛᗍࡦ

∇ f (x∗)−∑
i∈I

λi∇gi(x∗) = 0.
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K-T 条件

ѰҼᣀ无᭾约束ҕऻᤢ䘑р式ѣθ໔ࣖ条件λigi(x∗) = 0,

λi ≥ 0.

当 gi(x∗) = 0 ᰬθλi ਥуѰ䴬χ当 gi(x∗) ̸= 0 ᰬθᗻᴿ λi = 0Ⱦྸ↚঩ਥᗍࡦ

㪍੃的ᓉ᚟Ăຊށ条件θㆶߏѰ K-T 条件Ⱦ
ᓉ᚟Ăຊށ条件ᱥ非线性规划亼ตѣ最重㾷的⨼论ᡆ᷒ҁ一θᱥ⺤定Ḇ⛯

Ѱ最优⛯的ᗻ㾷条件Ⱦਠ㾷ᱥ最优⛯θቧᗻ亱┗䏩䘏Ѡ条件Ⱦռ一般䈪ᆹᒬу

ᱥ࠼ݻ条件θഖ㙂┗䏩䘏Ѡ条件的⛯у一定ቧᱥ最优⛯ (ሯӄ凸规划θᆹᰘᱥ
最优⛯ᆎ൞的ᗻ㾷条件θੂᰬҕᱥ࠼ݻ条件)Ⱦ
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K-T 条件

⧦ਥሼᓉ᚟Ăຊށ条件ਏ䘦ྸ下：

设 x∗ ᱥ非线性规划 (2.1)-(2.2) 的局䜞最优解θ㙂ъ൞ x∗ ⛯的਺ᴿ
᭾约束的梯度线性无ީθࡏᆎ൞向䠅 Λ∗ = (λ ∗

1 ,λ ∗
2 , · · · ,λ ∗

p)
⊤θֵ下䘦条

件ᡆ㄁ 
∇ f (x∗)−∑p

i=1 λ ∗
i ∇gi(x∗) = 0

λ ∗
i gi(x∗) = 0, i = 1,2, · · · , p

λ ∗
i ≥ 0, i = 1,2, · · · , p

(2.10)

条件 (2.10) ᑮㆶ〦Ѱ K-T 条件Ⱦ┗䏩䘏Ѡ条件的⛯ (ᆹ当❬ҕ┗䏩非线性规
划的ᡶᴿ约束条件) 〦Ѱᓉ᚟Ăຊށ⛯ (ᡌ K-T ⛯)Ⱦ
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K-T 条件

ѰҼᗍ࠰非线性规划 (2.1)-(2.2) 的ᓉ᚟Ăຊށ条件θᡇԢ用h j(x)≥ 0,

−h j(x)≥ 0

代ᴵ约束条件 h j(x) = 0θ䘏ṭ঩ਥֵ用条件 (2.10)θԄ㙂ᗍࡦ䘏ᰬ的ᓉ᚟Ă
ຊށ条件ྸ下
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K-T 条件

.
定⨼ 2.13 (ᗻ㾷条件)..

......

设 x∗ ᱥ非线性规划问题 (2.1)-(2.2) 的局䜞最优解θ㙂ъ x∗ ⛯的ᡶᴿ
䎭作用约束的梯度 h j(x∗) ( j = 1,2, · · · ,q) ૂ gi(x∗) (i = 1,2, · · · , p) 线性
无ީθࡏᆎ൞向䠅

Λ∗ = (λ ∗
1 ,λ ∗

2 , · · · ,λ ∗
p )

⊤, Γ∗ = (γ∗1 ,γ∗2 , · · · ,γ∗q )⊤

ֵ下䘦条件ᡆ㄁
∇ f (x∗)−∑p

i=1 λ ∗
i ∇gi(x∗)−∑q

j=1 γ∗j ∇h j(x∗) = 0

λ ∗
i gi(x∗) = 0, i = 1,2, · · · , p

λ ∗
i ≥ 0, i = 1,2, · · · , p

(2.11)
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K-T 条件

当❬θ┗䏩条件 (2.11) 的⛯ҕ〦Ѱᓉ᚟Ăຊށ⛯Ⱦ൞条件 (2.10)
ૂ (2.11) ѣθλ ∗

1 ,λ ∗
2 , · · · ,λ ∗

p ԛ਀ γ∗1 ,γ∗2 , · · · ,γ∗q 〦Ѱᒵ义᣿Ṳᵍ
ᰛ (Lagrange) ҎᆆȾ
.
定⨼ 2.14 ..(条件࠼ݻ)

......
㤛 x ┗䏩 K-T 条件θࡏ x ᗻѰ凸规划的局䜞最优解θ䘑㙂Ѱ᮪։最优

解Ⱦ

定⨼ 2.13 ૂ定⨼ 2.14 㔏࠰Ҽ非线性规划问题的最优解应┗䏩的ݻ
条件ૂᗻ㾷条件θ二㘻ਾ〦Ѱ非线性规划ะᵢ定⨼Ⱦྸ᷒࠼ x Ѱ凸规划
的 (局䜞Ƚ᮪։) 最优解 ⇔ x ┗䏩 K-T 条件Ⱦ
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K-T 条件

例. 用ᓉ᚟Ăຊށ条件解非线性规划min f (x) = (x−3)2,

0 ≤ x ≤ 5

解：ݾሼ䈛非线性规划问题ߏᡆԛ下形式
min f (x) = (x−3)2,

g1(x) = x ≥ 0,

g2(x) = 5− x ≥ 0

ⴤ标函数ૂ约束函数的梯度ެ࠰ߏ

∇ f (x) = 2(x−3), ∇g1(x) = 1, ∇g2(x) =−1.
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K-T 条件

ሯㅢ一Ѡૂㅢ二Ѡ约束条件ࡡ࠼ᕋޛᒵ义᣿ṲᵍᰛҎᆆ λ ∗
1 ૂ λ ∗

2θ

设 K-T ⛯Ѱ x∗θࡏਥ࠰ߏ䈛问题的 K-T 条件ྸ下

2(x∗−3)−λ ∗
1 +λ ∗

2 = 0,

λ ∗
1 x∗ = 0,

λ ∗
2 (5− x∗) = 0,

λ ∗
1 ,λ ∗

2 ≥ 0.
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K-T 条件

Ѱ解р䘦方程㓺θ㘹㲇ԛ下ࠖ〃᛻形：

(1) Ԛ λ ∗
1 ̸= 0, λ ∗

2 ̸= 0θ无解Ⱦ

(2) Ԛ λ ∗
1 ̸= 0, λ ∗

2 = 0θ解ᗍ x∗ = 0, λ ∗
1 =−6θуᱥ K-T ⛯Ⱦ

(3) Ԛ λ ∗
1 = 0, λ ∗

2 ̸= 0θ解ᗍ x∗ = 5, λ ∗
2 =−4θуᱥ K-T ⛯Ⱦ

(4) Ԛ λ ∗
1 = λ ∗

2 = 0θ解ᗍ x∗ = 3θ↚Ѱ K-T ⛯θެⴤ标函数ٲ
Ѱ f (x∗) = 0Ⱦ

⭧ӄ䈛非线性规划问题Ѱ凸规划θ᭻ x∗ = 3 ቧᱥެ全局ᶷቅ⛯Ⱦ䈛

⛯ᱥਥ㺂ต的޻⛯θᆹҕਥ⴪᧛⭧梯度ㅿӄ䴬的条件求࠰Ⱦ

用࡟ K-T 条件 (ऻᤢ᣿ṲᵍᰛҎᆆ法) 求解约束非线性规划问题ᱥ
ᴿ局䲆性的θ᭻需ሱᢴެԌ方法Ⱦ
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惩罚函数法

二. 惩罚函数法
求解约束非线性规划问题的一般ᙓ䐥ᱥሼެ䖢ौѰㅿԭ的无约束非

线性规划问题θ一般ڐ法ྸ下：

1. ᶺ䙖᯦函数

Q(x,M) = f (x)+M

[
p

∑
i=1

φ(gi(x))+
q

∑
j=1

φ(h2
j(x))

]

= f (x)+M

[
p

∑
i=1

(min(0,gi(x)))
2 +

q

∑
j=1

φ(h2
j(x))

]

ެѣ M ᱥѠ࠼ݻ大的↙数Ⱦ
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惩罚函数法

当 x ∈ K ᰬθᴿ min(0,gi(x)) = 0,h2
j(x) = 0θ᭻

Q(x,M) = f (x)+M ·0 = f (x);

当 x /∈ K ᰬθᴿ min(0,gi(x)) = gi(x)θh2
j(x) = 0 у一定ᡆ㄁θ᭻

Q(x,M)> f (x)+0 = f (x).

㔲р

Q(x,M)

= f (x), x ∈ K

> f (x), x /∈ K.
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惩罚函数法

2. ᶺ䙖无条件ᶷٲ问题 min Q(x,M)θᒬ解ᗍᶷٲ⛯ x∗

㤛 x /∈ Kθࡏṯᦤр䘦᷆࠼⸛

p

∑
i=1

(min(0,gi(x∗)))
2 +

q

∑
j=1

h2
j(x

∗) =
q

∑
j=1

g2
i (x

∗)+
q

∑
j=1

h2
j(x

∗)> 0.

⭧ӄ M ᱥѠ࠼ݻ大的↙数θ᭻函数 Q(x,M) 的ٲᱥ一Ѡ࠼ݻ大的↙数θQ у
ਥ㜳਌ᗍ最ቅٲ (਍ࡦ惩罚)θഖ↚〦 Q(x,M) Ѱ惩罚函数θᒬ〦

M

[
p

∑
i=1

(min(0,gi(x∗)))
2

]

Ѱ惩罚亯θM Ѱ惩罚ഖᆆȾ
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惩罚函数法

ᦘ䀶ҁθQ 㾷਌ᗍ最ቅٲθ亱ᴿ x ∈ KȾ↚ᰬθ൞一定的ݷ䇮䈥ᐤ

下θਥሼ x∗ 作Ѱ NLP 的 (䘇ղ的) 最优解Ⱦᴪ䘑一步地θᴿྸ下结论：
.
定⨼ 2.15..
......㤛 Q 的ᶷٲ⛯ x ∈ Kθࡏ x ᗻѰ NLP 的最优解Ⱦ

惩罚函数的ะᵢᙓᜩ：਌Ḇ↙数 M = M1θ求解无条件ᶷٲ问题

min Q(x,M1)θٽ设ެᶷٲ⛯Ѱ x′Ⱦ㤛 x′ ∈ Kθࡏ⭧定⨼ 2.15 ⸛θx′ ঩

Ѱ (NLP) 的最优解ȾੜࡏθԚ M = M2 := 10M1θ重གྷԛр步骤Ⱦ
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惩罚函数法

算法步骤：

步骤 1. Ԛ M := M1 > 0θݷ䇮䈥ᐤ ε > 0θk := 1

步骤 2. 求解无条件ᶷٲ问题 min Q(x,M1)θ设ᗍެᶷٲ⛯ xk

步骤 3. 㤛 gi(xk)≤ ε , |h j(xk)| ≤ ε, (i = 1,2, · · · , p; j = 1,2, · · · ,q)θ
ࡏ xk ঩Ѱ NLP 的䘇ղ最优解θ结束步骤Ⱦੜࡏθ䖢步骤 4

步骤 4. Ԛ M = Mk+1 := 10Mkθ䖢步骤 2
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案例一：容器的设计问题

问题㜂Ქ：Ḇޢਮщ䰞生ӝ۞㫺容器θ䇘䍝ਾੂ㾷求䈛ޢਮ࡬䙖一

〃ᮔਙ的䮵方։容器θ容器ᚦླѰ 12 ㄁方㊩θ䈛容器的ᓋᗻ亱Ѱ↙方
形θ容器ᙱ重䠅у䎻䗽 68 容器഑໷的ᶆᯏѰ∅ᒩ㊩ڐᯚȾᐨ⸛用ޢ 10
θ重ݹ 3 容器ᓋ的ᶆᯏ∅ᒩ方㊩ڐᯚθ用ޢ 20 θ重ݹ 2 ᯚȾ䈋ᔰ㄁ޢ
䙖䈛容器䍯用最ቅ的最优ौ模型࡬

模型ᔰ㄁：䈛容器ᓋ䗯䮵ૂ儎ࡡ࠼Ѱ x1θx2θԛ容器的䍯用Ѱⴤ标

函数θࡏ问题的数ᆜ模型Ѱ

min f (x) = 40x1x2 +20x2
1

s.t.


x2

1x2 = 12

12x1x2 +2x2
1 ≤ 68

x1 ≥ 0,x2 ≥ 0
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案例二：地址问题

问题㜂Ქ：Ḇ特大คᐸᤕ᯦ᔰ一Ѡ民用ᵰ场θ൞䘿址与ਥ㺂性⹊ガ

䱬⇫θᨆ࠰㾷൞ A,B,C,D,E,F 6 Ѡড᱕คᐸ䜳ᗍࡦ㔕ㆯ޲亴的৕ࡏ下θ
ֵ 6 Ѡคᐸᇘ䘆䍯最ք作Ѱ䘿址ⴤ标θ⴮ީ数ᦤྸ㺞ᡶ⽰
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案例二：地址问题

ড᱕ค ᒩ面ආ标փ㖤 (x,y) 䍝䘆䠅/нਫ਼ (Wi)

A (40,200) 40
B (160,210) 10
C (250,160) 20
D (220,80) 30
E (100,40) 20
F (30,100) 10

䈪᱄

(1) x+ y ≥ 250 ༺ӄ儎ኧθу䘸ਾᔰᵰ场

(2) (x−120)2 +(y−160)2 ≤ 400 ༺൞最大⒌θу准ᔰᵰ场

䈋ᶺᔰᵰ场䘿址的 NLP 模型
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案例二：地址问题

模型求解：设 (x,y) Ѱᵰ场䘿址的փ㖤ආ标θᙱ䘆䍯ᶷቅौ的ⴤ标
函数 f (x,y) ⭧ 6 Ѡড᱕คᐸ的䍝䘆䠅 (ਫ਼/ॹ㊩) ҁૂߩ定θ঩

min f (x,y) =WALA +WBLB +WCLC +WDLD +WELE +WF LF

= 40
√
(x−40)2 +(y−200)2 +10

√
(x−160)2 +(y−210)2

+20
√
(x−250)2 +(y−160)2 +30

√
(x−220)2 +(y−80)2

+20
√
(x−100)2 +(y−40)2 +10

√
(x−30)2 +(y−100)2

约束条件ྸ下 
x+ y < 250

(x−120)2 +(y−160)2 > 400

x ≥ 0, y ≥ 0

ਥԛⵁ࠰р式ѣⴤ标函数ૂ约束条件䜳ᴿ非线性函数
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案例三

案例三：

2022 ICM (Problem E：ćForestry for Carbon SequestrationĈ)

问题ᨅ䘦：国䱻⻩㇗⨼ਾ作㓺㓽δICMεᡆ㄁ᰞ൞Ѱ全⨹ἤ᷍㇗⨼
㘻࡬定㇗⨼᤽঍θ᤽ሲެਾ⨼࡟用ૂ㇗⨼ἤ᷍䍺源Ⱦ䢪ӄἤ᷍ޭ޲⻩ሷ

ᆎȽ生ᘷؓᣚȽ⽴Րᮽौㅿཐ重ԭٲθ䈭ᶺᔰߩㆌ模型ԛ䠅ौἤ᷍਀ެ

᷍ӝ૷䳅ᰬ䰪᧞〱ਥሷᆎ的二≝ौ⻩ᙱ䠅θᒬᒩ㺗㔲ਾ᭾ⴀȾ⺤定最ᴿ

᭾的ര⻩㇗⨼计划
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案例三

问题᷆࠼：

1. ：ㆌ਎䠅定义ߩ

xi,t :ㅢ t ᒪṇ〃 i 的〃ὃ面〥∊例

yi,t :ㅢ t ᒪṇ〃 i 的䟽Ն䠅δm³/km²ε

τi :ṇ〃 i 的䖤Նઞᵕδᒪε

ެѣ i ∈ {ₗṇ, ᶴṇ, ẜṇ}θt = 1,2, · · · ,50
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案例三

2. ⴤ标函数：߶⻩രᆎ最大ौ

max
50

∑
t=1

e−rt

∑
i

Cgrow(i, t)︸ ︷︷ ︸
生䮵ര⻩

−∑
i

Charvest(i, t)︸ ︷︷ ︸
䟽Ն⻩ᧈ᭴



⻩生䮵模型δChapman-Richards 方程ε：

Cgrow(i, t) = ki(1− e−bit)ci · xi,t

䟽Ն⻩ᧈ᭴：

Charvest(i, t) = αiyi,t +βi(yi,t)
1.5

䍪⧦ഖᆆ：r = 0.03δᒪ䍪⧦⦽ε
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案例三

3. 约束条件
(1) ൕ地面〥约束

∑
i

xi,t = 1,

|xi,t − xi,t−1| ≤ 0.1 (ᒪ䱻਎ौ䲆࡬)

(2) 䖤Նઞᵕ䙱䗇

yi,t =

0 t ̸= kτi

γiAi(t) t = kτi

ެѣ Ai(t) =
∫ t

t−τi
Cgrow(i,s)ds
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案例三

(3) 经济ਥᤷ㔣约束
∑

t
e−rt [piyi,t − cmanage]≥ 0

ᵞᶆԭṲ：pₗṇ = 150 㗄ݹ/m³, pᶴṇ = 100 㗄ݹ/m³θpẜṇ = 120

㗄ݹ/m³,
㇗⨼ᡆᵢ：cmanage = 200 㗄ݹ/km²/ᒪ

(4) 生⢟ཐṭ性ؓᣚ

0.3 ≤ 1
50 ∑

t
Shannon(t)≤ 0.7,

ެѣ俏ߒཐṭ性᤽数Ѱ Shannon(t) = ∑i xi,t ln(xi,t)

(5) 䟽Ն䠅⢟⨼䲆࡬

0 ≤ yi,t ≤ 0.8×Cgrow(i, t) (最大ਥᤷ㔣ӝ䠅)
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作业

1. Ḇ⭫࣑ޢਮ∅ཟ最ཐਥԛ生ӝ 250 н度⭫θᶛ㠠儎需求δ儎ጦ
॰ε的ᇘᡭૂք需求δ非儎ጦ॰ε的ᇘᡭ的⭫࣑需求δঋփ：Ⲵн度ε

⭧下ޢࡍ式⺤定

儎需求 : 5.8−0.06ph +0.005pl ,

ք需求 : 3−0.11pl +0.008ph.

ਥ਎䠅 Pl Ѱք需求ᵕ∅度⭫的ԭṲθPh Ѱ儎需求ᵕ∅度⭫的ԭṲȾޢ࠰ࡍ式

ᒬ求解问题的非线性规划模型θԛ求࠰㜳最大ौ᭬ޛ的ԭṲ结ᶺ
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作业

2. E ᐸޢᆿ䜞䰞ᣀคᐸ࠼ᡆ 4 Ѡ॰Ⱦ䈛䜞䰞∅ཟ∅⅗ᦘ⨣࠼䞃 20
Ѡਥ用的ᐗ䙱䆜䖜ࡦ∅Ѡ॰Ⱦ൞ٲ⨣ᵕ䰪ޢᆿ䜞䰞ᢉ算࠼䞃ᐗ䙱䖜ࡦ∅

Ѡ॰θԛ䘳求最ք的⣥㖠⦽θੂᰬሯᣛ䆜⭫䈓的ᒩൽଃ应ᰬ䰪у䎻䗽

10 ૂ⦽一Ѡ॰ตθ䘏一॰ต的⣥㖠ࡦ䞃࠼䫕Ⱦ䳅⵶䏀ཐ的ᐗ䙱䖜㻡࠼
ଃ应ᰬ䰪ҕ䳅⵶ࠅቇθռᱥṯᦤ下ޢࡍ式θࠅቇ的∊⦽൞下降

y = a+(b/x)
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作业

ᰛ⣥㖠⦽ (∅ 1000 人的⣥㖠⅗数) ૂଃ应ᰬ䰪 (䫕࠼) 的৸数 a ૂ b ྸ

下㺞ᡶ⽰

㜳ֵᙱ⣥㖠⦽最ቅ的࠰式ᒬ求解ᵢ问题的非线性规划模型θԛ求ޢ࠰ࡍ

Ѡ॰ต的ᐗ䙱䆜䖜的数䠅Ⱦ∅ࡦ䞃࠼
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作业

3. Ḇᐛস向用ᡭᨆבਇࣞᵰθ᤿ਾੂ规定ެӚ䍝数䠅ૂᰛᵕᱥ：ㅢ
一ᆙ度ᵡӚ 40 ਦθㅢ二ᆙᵡӚ 60 ਦθㅢ三ᆙᵡӚ 80 ਦ. ᐛস的最大
生ӝ㜳࣑Ѱ∅ᆙ 100 ਦθ∅ᆙ的生ӝ䍯用ᱥ f (x) = 50x+0.2x2 δݹεθ

↚༺ x Ѱ䈛ᆙ生ӝਇࣞᵰ的ਦ数Ⱦ㤛ᐛস生ӝ的ཐθཐ֏的ਇࣞᵰਥ〱
下ᆙ向用ᡭӚ䍝θ䘏ṭᐛসቧ需᭥Ԏᆎ䍤䍯θ∅ਦਇࣞᵰ∅ᆙ的ᆎ䍤ࡦ

䍯Ѱ 4 Ⱦ问䈛স∅ᆙ应生ӝཐቇਦਇࣞᵰθᢃ㜳ᰘ┗䏩Ӛ䍝ਾੂθ৾ݹ
ֵᐛসᡶ㣧䍯的䍯用最ቇδٽ定ㅢ一ᆙ度ᔶခᰬਇࣞᵰ无ᆎ䍝ε
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䉘 䉘 έ

䉣ᘖ (ড়䰞大ᆜ数ᆜ科ᆜᆜ䲘) 非线性规划方法 2025 ᒪ 7 ᴾ 29 ᰛ 85 / 85


	源头问题与当今应用
	源头问题
	当今应用

	非线性规划思想与建模方法
	基本概念
	无约束非线性规划的解法
	约束非线性规划的解法

	案例分析
	作业

