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源头问题

许多现象在发展变化时，其因素都是以等时间间隔为周期变化着的. 例
如:

银行中的定期存款、外贸出口额按月统计

国民收入按年或月统计、产品的产量按月统计

股票按几秒计数等等

这类变量称为离散型变量，一般是通过某种机理或数据本身的规律将后
面的数据与前面一个或两个数据之间建立定量关系来预测未来的发展，
这种描述离散型变量之间的定量关系就是差分方程。
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源头问题

差分方程是含有取离散值变量的函数及其差分的方程，早期是作为有限
差分学的部分，并同步发展起来．

十七世纪到十八世纪，伯努利 (Bernoulli)、欧拉 (Euler)、牛顿 (Newton)
等分别在研究函数插补法和组合计数问题的同时，建立了差分方程理论．
此后，随着数值分析、离散数学以及各种数学物理问题的深入研究，差
分方程理论得到了进一步的发展．
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源头问题

近年来，由于计算机的迅速发展，信息科学、工程控制、医学、生物数
学、现代物理、社会经济等自然科学和边缘学科所研究处理的很多重要
问题，都是由差分方程来描述的。

在种群生态学中，用差分方程来描述种群数量的变化规律：

在经济学中用来描述价格和需求，成本与收益等之间的关系等，

在控制论中，被称为采样数据控制系统的数学模型也是差分方程．

差分方程也出现在微分方程的离散化研究中．但是它并不是微分方程的
特例，它具有自身的特殊性和理论体系．人们甚至发现在解的振动性或
渐近性等方面，彼此有很多本质差别．在研究上差分方程更难．
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当今应用

1、一阶线性差分方程问题

人口问题：令 Pn = P(n) 表示某人口群体在时间段 n 开始时的总数，
若按年计算，设初始年为 0，试研究人口的变化趋势．
借款问题：设 P(0) 是借款，b 是利率 (通常用百分数 i% 表示)，试
研究账单上的钱的总数的变化趋势．
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当今应用

2、二阶线性差分方程问题

有的实际问题可以建立起二阶差分方程，比如 1202 年由比萨的
Leonardo(列奥纳多又称斐波那契) 提出 Fibonacci 问题．

Fibonacci 问题：现有一对家兔，设每对成兔一个月后每月生一对幼兔，
而每对幼兔在一个月后变成成兔，如果家兔不死，问在 n 个月后将有多
少对家兔？
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当今应用

3、差分方程组的问题

有的实际问题涉及多个变量的情形．

凯恩斯（Keynes.J.M）乘数动力学：设 Yt 表示 t 期国民收入，Ct 为 t 期
消费，It 为 t 期投资，I0 为自发（固定）投资，∆I 为周期固定投资增量．
如何确定这些变量之间的量化关系？下面我们将介绍建模方法。
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面向世界科技前沿

1. 量子计算与信息处理：
利用差分方程描述量子比特状态的离散演化过程，优化量子算法（如量
子行走模型），模拟量子系统在不同时间步长的行为，加速前沿量子计
算研究。

2. 人工智能与机器学习：
递归神经网络（RNN）、长短期记忆网络（LSTM）的核心是差分方程，
用于处理时间序列数据（语音、文本、视频），推动自然语言处理、计算
机视觉等前沿 AI 领域发展。训练过程中的梯度更新规则本身也是差分
迭代。
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面向世界科技前沿

3. 复杂系统与网络科学：
用耦合差分方程组建模大规模复杂网络（社交网络、神经网络、生物网
络）中节点状态的动态传播（如信息、疾病、创新扩散），揭示网络结
构、临界点、涌现行为等前沿科学问题。

4. 计算材料科学与凝聚态物理：
在原子/分子尺度上，用差分方程（如分子动力学模拟中的 Verlet 算法）
计算晶格振动、相变过程、材料缺陷演化等，加速新材料的理论设计与
发现。
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面向世界科技前沿

例：量子计算中的比特状态演化

【问题背景】
模拟超导量子比特在微波脉冲控制下的状态演化（支撑量子算法设计）。
- 目标：求解含时薛定谔方程 ih̄ ∂ψ

∂ t = Ĥ(t)ψ
- 挑战：解析解不可得，需数值离散

【差分建模】
1. 时间离散化（Crank-Nicolson 格式）：

ih̄
ψn+1 −ψn

∆t
=

1
2
(
Ĥn+1ψn+1 + Ĥnψn)

- 整理得： (
I +

i∆t
2h̄

Ĥn+1
)

ψn+1 =

(
I − i∆t

2h̄
Ĥn

)
ψn
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面向世界科技前沿

2. 参数设置：
- ∆t = 0.01ns（纳秒级精度）
- 哈密顿量 Ĥ(t) =− h̄

2(∆σz +Ω(t)σx)（Ω(t) 为微波场）

3. 求解算法：

4. 结果：
- 单比特门操作保真度 > 99.99%
- 支撑「九章」量子计算机优化控制脉冲设计
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面向经济主战场

1. 宏观经济预测与政策模拟：
构建包含差分方程的动态随机一般均衡（DSGE）模型、投入产出动态
模型，模拟财政政策、货币政策冲击下 GDP、通胀、就业等关键经济指
标在未来多个季度的演变，为宏观调控提供定量依据。

2. 金融市场风险管理：
用离散时间随机差分方程（如 GARCH 模型族）建模金融资产价格的波
动率，预测风险价值（VaR）；用二叉树模型（差分结构）对期权等衍生
品进行定价和风险管理。
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面向经济主战场

3. 供应链优化与库存管理：
应用场景：建立基于差分方程的库存动态模型 (It+1 = It +Ot −Dt)，结
合需求预测 (Dt)，优化订货策略 (Ot)，实现成本最小化或服务水平最大
化，提升产业链供应链韧性和效率。

4. 数字经济与平台经济：
建模用户增长 (Ut+1 = f (Ut ,Mt))、平台交易量 (Vt+1 = g(Vt ,Ut ,Pt)) 的动
态过程，其中 Mt (营销投入)、Pt (价格策略) 是决策变量，用于优化平
台运营策略。
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面向经济主战场

电力市场动态价格预测

【问题背景】
预测新能源高占比电网的实时电价，支撑交易决策。核心因素：负荷需
求 Lt、风电出力 Wt、煤价 Ct

【差分建模】
1. 自回归积分滑动平均（ARIMA）模型：

∇dPt = c+
p

∑
i=1

ϕi∇dPt−i +
q

∑
j=1

θ jεt− j + εt

- ∇d：d 阶差分算子（消除非平稳性）
2. 参数识别：
- 通过 ACF/PACF 图确定 p = 3,d = 1,q = 2
- 引入外生变量：∇Lt ,∇Wt
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面向经济主战场

3. 求解步骤：

4. 实际应用（某省级电网）：

- 提升发电企业收益 12%
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面向国家重大需求

1. 航天与深空探测：
轨道计算与控制中，利用差分方法（如显式/隐式积分法）离散化牛顿运
动定律微分方程，精确预测和修正航天器（如“嫦娥”探月、“天问”探
火工程）在离散时间点上的位置与速度。

2. 能源电力系统安全：
电力系统暂态稳定分析中，用差分方程（欧拉法、梯形法等）求解发电
机转子运动方程，模拟电网在故障冲击下的动态行为，评估稳定性并设
计保护控制策略。智能电网中的分布式能源调度也依赖离散优化模型。
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面向国家重大需求

3. 新一代信息技术（5G/6G、芯片）：
数字信号处理的核心算法（如 FIR/IIR 滤波器）本质是线性差分方程，
用于通信信号调制解调、信道均衡、抗干扰。芯片设计中的电路仿真
（SPICE 类工具）大量使用差分方法求解半导体器件方程。

4. 国防与信息安全：
雷达信号处理中的目标跟踪算法（如卡尔曼滤波，包含状态预测的差分
更新）、密码学中的流密码生成器（基于非线性差分方程产生伪随机序
列）都依赖于差分建模。

谭忠 (厦门大学) 差分方程方法 2025 年 7 月 21 日 18 / 134



面向国家重大需求

火箭发动机热防护模拟

【问题背景】
预测固体火箭发动机喉衬材料在高温燃气中的烧蚀率。
- 控制方程：三维非稳态热传导 + 烧蚀边界移动
【差分建模】
1. 空间离散（显式有限差分法）：

T n+1
i, j,k −T n

i, j,k

∆t
= α

(T n
i+1, j,k −2T n

i, j,k +T n
i−1, j,k

∆x2 + ...

)
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面向国家重大需求

2. 烧蚀边界处理：
- Stefan 边界条件：

−λ
∂T
∂n

∣∣∣
表面

= ρs∆h
dxb

dt

- 边界移动：xn+1
b = xn

b +
λ

ρs∆h
T n

1 −Ts
∆x ∆t

3. 参数：
- 材料：C/C 复合材料，λ = 110W/mK, ρs = 1800kg/m3

- 燃气温度：3500K，时间步长 ∆t = 10−6 s（满足 CFL 条件）
4. 结果：
- 预测烧蚀率：0.12 mm/s → 指导「长征」系列火箭喉衬厚度设计
- 与传统经验公式相比，精度提升 40%
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面向人民生命健康

1. 传染病防控与预测：
经典的离散 SIR/SEIR 等仓室模型是差分方程组，用于模拟疫情传播
(St+1, It+1,Rt+1 = f (St , It ,Rt))，评估不同干预措施（隔离、疫苗接种）的
效果，为公共卫生决策（如新冠疫情防控）提供科学支撑。

2. 药物动力学与精准用药：
用差分方程描述药物在体内不同房室（血液、组织）浓度随离散给药时
间的变化 (Ct+1 = a∗Ct +Dose)，计算最佳给药剂量和间隔，实现个体化
治疗。
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面向人民生命健康

3. 医学影像处理与分析：
CT/MRI 图像重建算法（如迭代重建）、图像分割与配准算法大量使用空
间域上的差分运算（梯度、拉普拉斯算子）进行边缘检测、去噪和特征
提取，辅助疾病诊断。

4. 健康管理与可穿戴设备：
实时处理来自可穿戴设备的离散时间生理信号（心率、血糖、
EEG/ECG），利用差分滤波和模式识别算法监测健康状态、预警异常
（如心律失常检测）。
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面向人民生命健康

【问题背景】
市级行政区新冠肺炎传播动态预测（支撑精准封控）。
- 需求：输入当日病例数，输出未来 7 天传播趋势

【差分建模】
1. 改进 SEIQR 模型：

St+1 = St −βSt(It +ηEt)/N
Et+1 = Et +βSt(It +ηEt)/N −σEt

It+1 = It +σEt − γIt −κIt
Qt+1 = Qt +κIt −δQt

Rt+1 = Rt + γIt +δQt

- η：潜伏期传染性比例（取 0.5）- κ：隔离速率（与核酸筛查效率正相
关）
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面向人民生命健康

2. 参数动态校准：
- 基于实时再生数 Rt 反演 β：

βt = Rt · γ ·
N
St

- 利用粒子群算法（PSO）每日优化 κ,δ

3. 求解代码：

4. 应用效果（上海 2022 年疫情）：
- 提前 7 天预测峰值误差 < 5%
- 支撑封控单元精准到「街道级」
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差分方法建模在“四个面向”中的核心价值

将复杂连续过程离散化：使世界前沿的复杂现象（量子态、材料演
化）、国家重大工程问题（轨道、电网）、生命健康过程（病毒传播、
药物代谢）变得可计算、可模拟、可预测。

提供决策优化工具：在经济主战场（政策、金融、供应链）和重大
需求领域（能源调度、芯片设计），差分模型是动态优化和实时决策
的基础。

支撑定量化科学决策：在公共卫生、环境治理、资源分配等涉及人
民福祉的领域，基于差分方程的模型为科学精准施策提供了关键数
据支撑和情景推演能力。

驱动前沿技术创新：在 AI、量子信息、网络科学等前沿领域，差分
方法是算法实现和理论探索的核心引擎。

因此，发展和应用差分方程建模能力，是服务国家“四个面向”战略需
求、提升科技创新策源能力和解决关键领域“卡脖子”问题的重要数学
基础与技术支撑。
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基本概念与基本理论

1、函数的差分
设自变量 t 取离散的等间隔整数值:

t = 0,±1,±2, · · · ,

yt 是 t 的函数，记作 yt = f (t)，取值是一序列．
当自变量由 t 改变到 t +1 时，相应的函数值之差称为函数 yt = f (t) 在 t
的一阶差分，记作 △yt，即

△yt = yt+1 − yt = f (t +1)− f (t)

由于函数 yt = f (t) 的函数值是一个序列，按一阶差分的定义，差分就是
序列的相邻值之差．
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基本概念与基本理论

其它定义：序列 A = a0,a1,a2,a3, · · · 的一阶差分是

△a0 = a1 −a0

△a1 = a2 −a1

△a2 = a3 −a2

△a3 = a4 −a3

对每个正整数 n，第 n 个一阶差分是

△an = an+1 −an
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基本概念与基本理论

按一阶差分的定义，可以定义高阶差分：
函数 yt = f (t) 在 t 的一阶差分的差分为函数在 t 的二阶差分，记作
△2yt，
即

△2yt =△(△yt) =△(yt+1 − yt)

=△yt+1 −△yt

= (yt+2 − yt+1)− (yt+1 − yt)

= yt+2 −2yt+1 + yt .
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基本概念与基本理论

同理 yt = f (t) 在 t 的三阶差分为

△3yt =△(△2yt)

=△2yt+1 −△2yt

=△yt+2 −2△ yt+1 +△yt

= yt+3 −3yt+2 +3yt+1 − yt .
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基本概念与基本理论

一般地，函数 yt = f (t) 在 t 的 n 阶差分定义为

△nyt =△(△n−1yt)

=△n−1yt+1 −△n−1yt

=
n

∑
k=0

(−1)k n(n−1) · · ·(n− k+1)
k!

yt+n−k.

上式表明，函数 yt = f (t) 在 t 的 n 阶差分是该函数的 n+1 个函数值
yt+n，yt+n−1，· · ·，yt 的线性组合．
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基本概念与基本理论

例题：设 yt = t2 +2t −3，求 △yt，△2yt．

解：△yt = yt+1 − yt = (t +1)2 +2(t +1)−3− (t2 +2t −3) = 2t +3

△2yt = yt+2 −2yt+1 + yt

= (t +2)2 +2(t +2)−3−2[(t +1)2 +2(t +1)−3]− (t2 +2t −3)

= 2

谭忠 (厦门大学) 差分方程方法 2025 年 7 月 21 日 31 / 134



基本概念与基本理论

2、差分方程的基本概念

定义 (差分方程)
含有自变量，未知函数以及未知函数差分的函数方程叫做差分方程。由
于差分方程中必须含有未知函数的差分，而自变量与未知函数可以不显
含．因此：差分方程也可称为含有未知函数差分的函数方程．

例如 :
△2yt −3△yt −3yt − t = 0

就是一个差分方程，按函数差分定义，上述方程又可表示为

yt+2 −5yt+1 + yt − t = 0

因此，差分方程又可定义为：含有未知函数在多个点的值的函数方程。
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基本概念与基本理论

定义 (差分方程的阶数)
差分方程中所含差分的最高阶数，称为差分方程的阶数。

例如差分方程
△2yt −3△yt −3yt − t = 0

的最高阶差分是 △2yt 因此是二阶差分方程
或者说，差分方程中未知函数下标的最大差数。例如差分方程

yt+2 −5yt+1 + yt − t = 0

未知函数下标的最大数为 t +2，最小数 t 因此，最大差数为 2，从而是
二阶差分方程
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基本概念与基本理论

二阶线性差分方程的一般形式是

yt+2 +ayt+1 +byt = f (t)

其中 a,b 为给定常数， f (t) 是定义在非负整数集上的已知函数，若序列
f = { f (t)} ≡ {0}，则称方程为二阶齐次线性差分方程，若 f (t) ̸= 0，则
上式称为二阶非齐次线性差分方程。

n 阶差分方程的一般形式可表示为

F(t,yt ,∆yt ,∆2yt , · · · ,∆nyt) = 0

或
F(t,yt ,yt+1, · · · ,yt+n) = 0
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一阶差分方程模型的建立

1、一阶差分方程模型的建立

人口问题的解答：令 Pn = P(n) 表示某人口群体在时间段 n 开始时的总
数，若按年计算，设初始年为 0，令增量

∆P(n) = P(n+1)−P(n)

或者
∆Pn = Pn+1 −Pn
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一阶差分方程模型的建立

Malthus 提出：增量是出生人口数减去死亡人口数，因此设 b 表示出生
率与死亡率之差，得到 ∆P(n) = bP(n)，即

P(n+1) = P(n)+∆P(n) = P(n)+bP(n) = kP(n), (1)

其中 k = 1+b，这就是 Malthus 人口模型。
用迭代法求解该差分方程，得

P(n+1) = kP(n)

= k(kP(n−1)) = k2P(n−1)

= · · ·= kn+1P(0)
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一阶差分方程模型的建立

本题建模关键是：找到增量的规律，即增量是出生人口数减去死亡人口
数。这需要大量的数据支撑，是否可以提出另外的想法或规律呢？

当然可以！只要你发现的定量关系比他的精确！

1840 年，比利时人口统计学家 Verhulst 提出

∆P(n) = bP(n)− c(P(n))2

为什么呢？因为他认为：个体的存活机会依赖自身应付同其他竞争冲突
的能力。
什么情况下有竞争？两个成员相遇就可能有竞争。
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一阶差分方程模型的建立

因此用单位时间内两个成员相遇次数的统计平均值来表示冲突是合适
的。如何表示这个统计平均值？研究表明它与 P2 成正比，从而得到

P(n+1) = kP(n)− c(P(n))2,

其中 c 为竞争冲突常数。这比 Malthus 模型更精确地反应现实情况。
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一阶差分方程模型的建立

借款问题的解答：
设 P(0) 是借款，在每个固定的时间段（如每年或每月）的末尾得偿还的
固定金额为 R，（如把房子作为抵押），那么 P(n+1) 就是第 n+1 时间
段开始时钱款的总数，
它等于 P(n) 加上利息 bP(n) 减去偿还，即

P(n+1) = (1+b)P(n)−R = kP(n)−R

该式当 R = 0 时就是 (1),
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一阶差分方程模型的建立

令 b = k−1，其增量表达式为

∆P(n) = bP(n)−R,

可见，当 P(n)> R
b 时钱款增长，P(n)< R

b 时钱款减少，
若对某 m，有 P(m) = R

b，则 P(n)≡ R
b。
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二阶线性差分方程模型的建立

2、二阶线性差分方程模型的建立

二阶线性差分方程的一般形式是

yt+2 +ayt+1 +byt = f (t), (2)

其中 a,b 为给定常数， f (t) 是定义在非负整数集上的已知函数。所谓解
（2），就是对一切 t = 0,1,2, · · ·，求序列 y = {yt}。
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二阶线性差分方程模型的建立

Fibonacci 问题的解答：

设 P(n) 是第 n 个月家兔的对数，a(n) 为其中成兔对数，b(n) 为幼兔对
数，则

P(n) = a(n)+b(n)

到下个月，原先的幼兔变成兔，因而成兔数量变为

a(n+1) = a(n)+b(n),

a(n) 对成兔又生 a(n) 对幼兔，因此

b(n+1) = a(n).
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二阶线性差分方程模型的建立

于是
P(n+2) = a(n+2)+b(n+2)

= a(n+1)+b(n+1)+a(n+1)

= (a(n+1)+b(n+1))+(a(n)+b(n))

= P(n+1)+P(n)

称方程

P(n+2) = P(n+1)+P(n) (3)

为 Fibonacci 方程，这是一个二阶线性差分方程。
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二阶线性差分方程模型的建立

已知 P(0) = 1 = P(1), 由（3）得

P(2) = 2, P(3) = 3, P(4) = 5, P(5) = 8, . . .

为有名的 Fibonacci 数列。
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差分方程组模型的建立

3、差分方程组模型的建立

部队交战的简单模型
设在 n 个时间单位后两支部队的人数是 x(n) 和 y(n)。每个 x(n) 士兵在
每个时间间隔打死打伤 y 军 a 个士兵。类似地，设 y 军的每个士兵在单
位时间间隔打死打伤 x 军 b 人。
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差分方程组模型的建立

于是 y 军在单位时间间隔的改变量

∆y(n) = y(n+1)− y(n) =−ax(n),

x 军在单位时间间隔的改变量

∆x(n) =−by(n).

整理得在单位时间间隔的差分方程组

x(n+1) = x(n)−by(n),

y(n+1) = y(n)−ax(n).
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差分方程组模型的建立

租车问题

椰风寨游乐中心在环岛路的椰风寨和珍珠湾（厦门大学海韵园边）都有
自行车租车点，因此，游客可以在一个租车点租车而在另一个租车点还
车，游客可能在两个租车点都有游玩计划。该中心想确定这种方便的借
还车方式的收费标准为多少。
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差分方程组模型的建立
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差分方程组模型的建立

分析：因为自行车可以在两个点归还，每个点就要有足够的车辆以满足
用车需要。如果置放的车辆不够了，那么要从珍珠湾运送多少自行车到
椰风寨或者要从椰风寨运送多少自行车到珍珠湾。

对这些问题的回答将有助于该公司计算出它的期望成本。在分析了历史
记录数据后，确定约有 55% 在珍珠湾出租的自行车还到了珍珠湾，另外
45% 的车辆还到了椰风寨。在椰风寨出租的自行车中，有 65% 的仍旧
还到了椰风寨，另外 35% 的自行车还到了珍珠湾。
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差分方程组模型的建立
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差分方程组模型的建立

【模型构建】设 n 表示营业天数，定义 On = 第 n 天营业结束时在珍珠
湾的车辆数；Tn = 第 n 天营业结束时在椰风寨的车辆数。因此，第
n+1 天应该是

On+1 = 0.55On +0.35Tn

Tn+1 = 0.45On +0.65Tn
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差分方程组模型的建立

海军作战模问题
在 1805 年的特拉法尔加 (Trafalgar) 战斗中，由拿破仑指挥的法国、西
班牙海军联军和由海军上将纳尔逊指挥的英国海军作战。
一开始，法西联军有 33 艘战舰，而英军有 27 艘战舰。假设在一次遭遇
战中每方的战舰损失都是对方战舰的 10%。分数值是有意义的，表示有
一艘或多艘战舰不能全力以赴地参加战斗。
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差分方程组模型的建立

【模型构建】
将战斗过程分成阶段，令 n 表示战斗过程中遭遇战的第 n 阶段，设 Bn

为第 n 阶段英军的战舰数，Fn 为第 n 阶段法西联军的战舰数。

于是在第 n 阶段的遭遇战后，各方剩余的战舰数为

Bn+1 = Bn −0.1Fn

Fn+1 = Fn −0.1Bn
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差分方程组模型的建立

斑点猫头鹰和隼 (sǔn) 的竞争模型
一种斑点猫头鹰在其栖息地为生存而斗争，该栖息地也支持隼的生存。
还假定在没有其他种群存在的情形下，每个单独的种群都可以无限地增
长，即在一个时间区间里 (例如，一天) 其种群量的变化与该时间区间开
始时的种群量成正比。
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差分方程组模型的建立

如果 On 表示斑点猫头鹰在第 n 天结束时的种群量，而 Hn 表示与之竞
争的集的种群量，那么

∆On = k1On

∆Hn = k2Hn

这里 k1 和 k2 是增长率，都是正常数。

第二个种群的存在势必降低另一个种群的增长率，反之亦然。假设这种
增长率的减少大约和两个种群之间可能的相互作用次数成比例。

所以，一个子模型就是假设这种增长率的减少与 On 和 Hn 的乘积成比
例。这样模型为如下方程组

∆On = k1On − k3OnHn

∆Hn = k2Hn − k4OnHn
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差分方程组模型的建立

整理得
On+1 = (1+ k1)On − k3OnHn

Hn+1 = (1+ k2)Hn − k4OnHn

其中 ki(i = 1, · · · ,4) 都是正常数。
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差分方程组模型的建立

投票问题
对政党的投票趋势考虑由共和党、民主党和独立派组成的一个三政党系
统。

假设在下一次选举中，曾经投票给共和党的选民中的 75% 仍将投票给
共和党，他们中的 5% 将投票给民主党，而 20% 将投票给独立派。
曾经投票给民主党的选民中的 20% 将投票给共和党，60% 的将再次投
票给民主党，而 20% 的将投票给独立派。
曾经投票给独立派的选民中的 40% 将投票给共和党，20% 将投票给民
主党，而 40% 将再次投票给独立派。
假设从一次选举到下一次选举都保持这种趋势，还假设没有额外的选民
进入或离开该系统
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差分方程组模型的建立
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差分方程组模型的建立

现在设 n 表示第 n 次选举，用 Rn 表第 n 次选举投共和党票的人数，Dn

表第 n 次选举投民主党票的人数，In 表第 n 次选举投独立派票的人数。

那么，可得如下模型

Rn+1 = 0.75Rn +0.20Dn +0.40In

Dn+1 = 0.05Rn +0.60Dn +0.20In

In+1 = 0.20Rn +0.20Dn +0.40In.
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

问题背景：讨论单一商品市场。设 P(t) 表示 t 时刻的价格，D(t) 是 t 时
刻的需求量，S(t) 是 t 时刻的供给量，则

D(t) = D(P(t)), S(t) = S(P(t)),

其中 D(P) 是价格的单调减函数，S(P) 是价格的单调增函数。试分析均
衡价格。
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

【问题分析】D(P) 与 S(P) 的交点，即：

S(P) = D(P)

时的价格 P = P 称为均衡价格。

由于供给方观望价格，供给在时间上往往滞后：

D(t) = D(P(t)),

S(t) = S(P(t −1)).
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

因此，t 时期的价格 P(t) 不仅影响本期的需求量 D(t)，而且影响生产者
在下一期愿意提供给市场的产量 S(t +1)，而下一期的市场提供量
S(t +1) 又影响下一期的价格 P(t +1)，下一期的价格 P(t +1) 再影响下
一期的需求量 D(t +1)，·····

市场总是这样在不断地自我调节，直至市场的供求趋于均衡，即

P(0)→ S(1)→ D(1)→ P(1)→ S(2)→ ··· → P.
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

在坐标系中画出这个过程，其形状犹如蛛网 (如下图)，因而叫蛛网模型。
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

图中 S(P) 为供给曲线，D(P) 为需求曲线，两曲线的交点 E 即为供求平
衡点，此点处的价格 P 即是均衡价格，

用横轴表示 P(t)，用纵轴表示 D(P) 与 S(P)，起始价格为 P(0)，这时的
Q(0) 为与 P(0) 对应的供给量，等于 t = 1 时的 X(1)，此供给量以 P(1)
的价格售完，这里体现出由于供给少而提价的现象。

P(1) 决定了下期的供给为 X(2)，由 X(2) 这一需求量确定了 t = 2 时的
售价 P(2)，从图中看到

P(2)< P(1),

价格降落；如此循环不已，P(n) 在交替涨落中趋于 P，供需在交替增减
中趋于 X，在动态中趋于平衡。
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

这是一种渐近稳定的系统称为封闭型蛛网模型。但也可能有价格波动越
来越大而不稳定的现象发生，或周期性变化的现象。

从图中还可看出，当 D(P) 曲线比 S(P) 曲线陡即 D(P) 曲线斜率的绝对
值比 S(P) 曲线斜率绝对值大时，才是封闭型的蛛网模型，才能达到供
求平衡。
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

从图中则看出，当 S(P) 曲线比 D(P) 曲线陡，价格波动越来越大则不稳
定的现象发生。
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

【模型构建】一般地，设

D(t) = α +aP(t), a < 0;

S(t) = β +bP(t −1), b > 0.

于是均衡价格与均衡值分别为 P 与 X 满足

X = α +aP = β +bP (4)

解得

P =
α −β
b−a

k, X =
bα −aβ

b−a
,

X(t) = α +aP(t) = β +bP(t −1). (5)
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

(5) 式减去 (4) 式，且令

p(t) = P(t)−P

x(t) = X(t)−X

则 x(t) = ap(t) = bp(t −1),

p(t) =
b
a

p(t −1),
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

记 p0 = p(0)，c = b
a < 0，迭代得

p(t) = p0ct

即
P(t) = P+(P0 −P)ct

令 r = |c|，于是 P(t) 在 P 的上下振动，t = 0,1,2, · · ·
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

有三种情形：
(1) b >−a，这时 r > 1，|P(t)| 无限增大。
(2) b =−a，r = 1,

P(t) = P± (P0 −P),

t 是偶数时取正号，奇数时取负号。
(3) b <−a，这时 r < 1,

lim
t→∞

P(t) = P.
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案例一、猪肉价格的预测-蛛网模型

市场意义：

(1) b >−a, 供给量随价格的变化率比需求量随价格的变化率大，即供给
对价格变化的敏感程度更大，而顾客对价格波动已有足够的承受力。这
时，由于生产者对利润太敏感，生产量的增减速度随价格的波动过快，
所以引起市场价格的畸形波动而大起大落。这也暗示，欲稳定市场价格，
应首先稳定商品供应量。

(2) 是一种临界状态，实为巧合，不易发生。
(3) 是 (1) 的相反情形，需求对价格敏感性较大，形成买方市场，这时会
出现市场稳定的形势。
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案例二：有存货的情形

问题背景：
前面曾经讨论过一段时间内供货恰售完的情形，或虽有存货，但存货量
维持在同一水准上，现推广此模型。

【问题分析】设 Q(t) 是 t 时刻的存货量，注意供给没有停止、存货更加
积压，则存货的改变量为

△Q(t) = Q(t)−Q(t −1)

= (S(t)+Q(t −1)−D(t))−Q(t −1)

= S(t)−D(t).
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案例二：有存货的情形

下面分情形讨论

(1) 若前期的存货减少，则把价格调高，价格的增加与存货的减少量成
正比，如何用数学式子描述它？价格的增加量为

P(t)−P(t −1)

价格的增加与前期存货的减少量成正比，即

P(t)−P(t −1) =−λ△Q(t −1), (6)

λ 是正常数。
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案例二：有存货的情形

【模型构建】
考虑供需最简模型

D(t) = α +aP(t)

S(t) = β +bP(t)

思考题：如果考虑其他模型，比如

S(t) = β +bP(t −1),

结果如何？
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案例二：有存货的情形

且
△Q(t −1) = Q(t −1)−Q(t −2)

= S(t −1)−D(t −1)

= β −α +(b−a)P(t −1)

所以 (6) 式可以化简为

P(t) = P(t −1)+λ (α −β )−λ (b−a)P(t −1)

合并同类项得

P(t) = λ (α −β )+ [1−λ (b−a)]P(t −1). (7)

谭忠 (厦门大学) 差分方程方法 2025 年 7 月 21 日 75 / 134



案例二：有存货的情形

考虑均衡价格
P(t) = P,

则

P = λ (α −β )−λ (b−a)P, (8)

解得

P =
α −β
b−a

P 为均衡价格。
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案例二：有存货的情形

从 (7) 式减去 (8) 式，且令

p(t) = P(t)−P,

c = 1−λ (b−a)

则得
p(t) = cp(t −1)

解得
p(t) = p0ct

P(t) = P+(P0 −P)ct .
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案例二：有存货的情形

在通常情况下，a < 0，b > 0，b−a > 0，分三种情形讨论

(i) λ < 1
b−a，由 c = 1−λ (b−a) 得 0 < c < 1。观察

P(t) = P+(P0 −P)ct

我们有
lim
t→∞

P(t) = P.

(ii) 1
b−a < λ < 2

b−a , 由 c = 1−λ (b−a) 得 −1 < c < 0。观察

P(t) = P+(P0 −P)ct

知 P(t) 上下振动渐近于 P。
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案例二：有存货的情形

(iii) λ > 2
b−a，由 c = 1−λ (b−a) 得 c <−1，观察

P(t) = P+(P0 −P)ct

得 P(t) 上下振动，其绝对值趋于 +∞。
我们看到商人对其存货的变动反应强烈时，即入大时，价格即出现大起
大落不稳定现象。
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案例二：有存货的情形

(2) 若前期存货减少至某一水准 Q，则提价，提价幅度与存货低于 Q 的
数量成正比，如何用数学式子描述它？

提价幅度
P(t)−P(t −1)

存货低于 Q 的数量：
Q−Q(t −1)

那么提价幅度与存货低于 Q 的数量成正比，即存在正数 λ > 0 使得

P(t)−P(t −1) =−λ (Q(t −1)−Q), (9)
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案例二：有存货的情形

考虑供需函数的最简单模型

D(t) = α +aP(t)

S(t) = β +bP(t)

这里 a < 0,b > 0.
现在考察 (9) 式中的 Q，它其实不是个确定的量，必须消去它？观察
(9) 式，它是差分方程，可以迭代。即

P(t) = P(t −1)−λ (Q(t −1)−Q)

P(t −1) = P(t −2)−λ (Q(t −2)−Q)

两式相减便消掉了 Q

P(t)−P(t −1) = P(t −1)−P(t −2)−λ [Q(t −1)−Q(t −2)]
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案例二：有存货的情形

合并整理得

P(t) = 2P(t −1)−P(t −2)−λ [S(t −1)−D(t −1)]

代入供需函数的表达式得

P(t) = 2P(t −1)−P(t −2)−λ [(β −α)− (b−a)P(t −1)]

进一步整理得到

P(t) = λ (α −β )− [2−λ (b−a)]P(t −1)−P(t −2), (10)

(10) 式是二阶线性差分方程，是非齐次的。考虑均衡价格 P(t) = P，则

P = λ (α −β )− [2−λ (b−a)]P−P. (11)
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案例二：有存货的情形

令 p(t) = P(t)−P,(10) 减去 (11) 得

p(t) = [2−λ (b−a)]p(t −1)− p(t −2), (12)

(12) 是齐次二阶线性差分方程，改写成

p(t)− [2−λ (b−a)]p(t −1)+ p(t −2) = 0

回顾如何解它？特征方程法.
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案例二：有存货的情形

它的特征方程为
µ2 − [2−λ (b−a)]µ +1 = 0

特征根为

µ1,2 =
1
2
(2−λ (b−a)±

√
[2−λ (b−a)]2 −4)

有两个互异的实根。那么 (11) 的通解为

p(t) = c1µ t
1 + c2µ t

2, t = 0,1,2, · · ·

其中 c1, c2，是任意常数，可由 p(0), p(1) 定出。
令

c =
1
2
[2−λ (b−a)]

则
µ1,2 = c±

√
c2 −1.
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案例二：有存货的情形

分情况讨论

(i) λ > 4
b−a 时，c <−1，两特征根皆负：

µ1 = c−
√

c2 −1

µ2 = c+
√

c2 −1

设 c1 ̸= 0，将通解化为

p(t) = c1µ t
1[1+

c2

c1

(
µ2

µ1

)t

]

lim
t→∞

|p(t)|=+∞且t ≥ 1时P(t)的正负交替出现。

这些数学结论对应的价格波动现象是 P(t) 在 P 上下振荡着无限增减，
即因为商店对存货减少的反应强烈，引起了价格的大波动。
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案例二：有存货的情形

(ii) 2
b−a < λ < 4

b−a 时，得 −1 < c < 0，这时

µ1 = c+ i
√

1− c2

µ2 = c− i
√

1− c2

γ = |µ1,2|= 1, µ1,2 = e±iθ , tgθ =±
√

1
c2 −1

由初始条件得

p(t) = Acos(θ t − ε),

其中 A 与 ε 由初始条件确定。
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案例二：有存货的情

(iii) 0 < λ < 2
b−a，这时 0 < c < 1，也有

p(t) = Acos(θ t − ε),

(ii)(iii) 都是非衰减周期运动，周期为 2π
θ 。

当 λ < 2
b−a 时，tgθ 为正，θ ∈ (0, π

2 )；

当 2
b−a < λ < 4

b−a 时，tgθ 为负，θ ∈ (π
2 ,π)。

λ 由 0 增至 2
b−a 再增至

4
b−a，则 θ 由 0 增至 π

2 再增至 π，相应地，周
期为 +∞ 缩短至 4 再缩短至 2，当 λ 增加而趋于临界值 4

b−a 时，周期
趋于 2，价格上下交替地周期变化。
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案例三：凯恩斯（Keynes.J.M）乘数动力学模型
问题背景
设 Yt 表示 t 期望民收入，Ct 为 t 期消费，It 为 t 期投资，I0 为自发（固
定）投资，∆I 为周期固定投资增量。如何建立这些变量间的定量关系？

【问题分析】首先，国民收入等于同期消费与同期投资之和，称为均衡条
件，即：

Yt =Ct + It , (13)
现期消费水平依赖于前期国民收入，消费滞后于收入一个周期，

a(≥ 0)

为基本消费水平，b 为边际消费倾向 (0 < b < 1)，称为消费函数，即：
Ct = a+bYt−1, (14)

这里，如果我们仅考虑为固定投资，称为投资函数，即：

It = I0 +∆I. (15)
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案例三：凯恩斯（Keynes.J.M）乘数动力学模型

【模型构建】凯恩斯国民经济收支动态均衡模型为：

Yt =Ct + It ,

Ct = a+bYt−1,

It = I0 +∆I.
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案例三：凯恩斯（Keynes.J.M）乘数动力学模型

【模型求解】在 (13)(14)(15) 式中消去 Ct 和 It，得到一阶常系数非齐次
线性差分方程：

Yt −bYt−1 = a+ I0 +∆I

方程的一个特解

Ȳt =
a+ I0 +∆I

1−b

方程的通解为

Yt = A ·bt +
a+ I0 +∆I

1−b

其中 A 为任意常数，称系数 1
1−b 为凯恩斯乘数。
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差分方程模型的求解方法

1、线性差分方程的基本定理

定义 (差分方程的解)
若把一个函数 yt = f (t) 代入差分方程中，使其成为恒等式，则称
yt = f (t) 为差分方程的解。

定义 (通解、特解)
含有任意常数的个数与差分方程的阶数一致的解，称为差分方程的通解；
给任意常数以确定值的解，称为差分方程的特解。
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差分方程模型的求解方法

定义 (初始条件)
用以确定通解中任意常数的条件称为初始条件。

一阶差分方程的初始条件为一个，一般是 y0 = a0 (常数)；
二阶差分方程的初始条件为两个，一般是 y0 = a0,y1 = a1(a0, a1 是
常数);
依此类推.
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差分方程模型的求解方法

现在来讨论线性差分方程解的基本定理，将以二阶线性差分方程为例，
任意阶线性差分方程都有类似结论。

二阶线性差分方程的一般形式

yt+2 +a(t)yt+1 +b(t)yt = f (t)

其中 a(t), b(t), f (t) 均为 t 的已知函数，且 b(t) ̸= 0.
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差分方程模型的求解方法

定理 1
若函数 y1(t)、y2(t) 是二阶齐次线性差分方程的解，则

y(t) =C1y1(t)+C2y2(t)

也是该二阶齐次线性差分方程的解，其中 C1、C2 是任意常数。

定理 2(二阶齐次线性差分方程解的结构定理)
若函数 y1(t)、y2(t) 是二阶齐次线性差分方程的线性无关特解，则

yC(t) =C1y1(t)+C2y2(t)

是该方程的通解，其中 C1、C2 是任意常数。
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差分方程模型的求解方法

定理 3(非齐次线性差分方程解的结构定理)
若 y∗(t) 是二阶非齐次线性差分方程的一个特解，yC(t) 是齐次线性差分方程的
通解，则非齐次线性差分方程的通解为

y(t) = yC(t)+ y∗(t).

定理 4(解的叠加原理)
若函数 y∗1(t)、y∗2(t) 分别是二阶非齐次线性差分方程的特解：

yt+2 +a(t)yt+1 +b(t)yt = f1(t)

和
yt+2 +a(t)yt+1 +b(t)yt = f2(t)

则 y∗1(t)+ y∗2(t) 是差分方程

yt+2 +a(t)yt+1 +b(t)yt = f1(t)+ f2(t)

的特解。
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差分方程模型的求解方法

2、一阶线性差分方程的解法

(1) 求一阶齐次线性差分方程的通解
一阶非齐次线性差分方程的一般形式

yt+1 +ayt = f (t),

对应的齐次线性差分方程

yt+1 +ayt = 0,

为了求出一阶齐次差分方程的通解，只要求出其一非零的特解即可。注
意到一阶齐次差分方程的特点，yt+1 是 yt 的常数值，而函数

λ t+1 = λ ·λ t

恰满足这个特点。
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差分方程模型的求解方法

不妨设方程有形如下式的特解

yt = λ t

其中 λ 是非零待定常数。将其代入一阶齐次差分方程中，有

λ t+1 +aλ t = 0,

即
λ t(λ +a) = 0

由于 λ t ̸= 0。因此
yt = λ t

是一阶齐次差分方程的解的充要条件是

λ +a = 0.
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差分方程模型的求解方法

所以 λ =−a 时，一阶齐次差分方程的非零特解为

yt = (−a)t

从而一阶齐次差分方程通解为

yC =C(−a)t

C 为任意常数。
称一次代数方程

λ +a = 0

为差分方程的特征方程；特征方程的根为特征根或特征值。
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差分方程模型的求解方法

由上述分析，求出一阶齐次差分方程的通解的步骤：
第一步：先写出其特征方程
第二步：求出特征根
第三步：求出其特解
第四步：求出其通解
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差分方程模型的求解方法

(2) 求一阶非齐次线性差分方程的特解和通解
下面仅就函数 f (t) 为几种常见形式用待定系数法求非齐次线性差分方
程的特解。根据 f (t) 的形式，确定特解的形式，比较方程两端的系数，
可得到特解 y∗(t)。
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差分方程模型的求解方法

情形一：非齐次项 f (t) 形如

f (t) = ρ tPm(t)(ρ > 0)

这里 Pm(t) 是形如

Amtm +Am−1tm−1 + · · ·+A1t +A0

的 m 次多项式，Am,Am−1, · · · ,A0 是已知常数。
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差分方程模型的求解方法

(i) 如果 p 不是特征根，那么待定特解的形式为

y∗(t) = ρ tQm(t)

这里 Qm(t) 是形如

Bmtm +Bm−1tm−1 + · · ·+B1t +B0

的待定的 m 次多项式，Bm,Bm−1, · · · ,B0 是待定系数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+1 + yt = 2t 的通解。

解：特征方程为 λ +1 = 0，特征根 λ =−1。齐次差分方程的通解为

yC =C(−1)t

由于 f (t) = 2t = ρ tP0(t)，ρ = 2 不是特征根。因此设非齐次差分方程特
解形式为

y∗(t) = B2t

将其代入已知方程，有
B2t+1 +B2t = 2t .

解得 B = 1
3，所以 y∗(t) = 1

3 2t。于是，所求通解为

yt = yC + y∗(t) =C(−1)t +
1
3

2t

C 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

(ii) 如果 ρ 是特征根，那么待定特解的形式为

ρ tQm(t)

这里 Qm(t) 是形如

Bmtm +Bm−1tm−1 + · · ·+B1t +B0

的待定的 m 次多项式，Bm,Bm−1, · · · ,B0 是待定系数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+1 − yt = 3+2t 的通解。

解：特征方程为 λ −1 = 0，特征根 λ = 1。齐次差分方程的通解为

yC =C

由于 f (t) = 3+2t = ρ tP1(t)，ρ = 1 是特征根。因此非齐次差分方程的特
解为

y∗(t) = t(B0 +B1t)

将其代入已知差分方程得

B0 +B1 +2B1t = 3+2t

比较该方程的两端关于 t 的同次幂的系数，可解得 B0 = 2，B1 = 1。故
y∗(t) = 2t + t2。于是，所求通解为

yt = yC + y∗ =C+2t + t2

C 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 3yt −3yt−1 = t3t +1 的通解。

解：已知方程改写为 3yt+1 −3yt = (t +1)3t+1 +1，即
yt+1 − yt = (t +1)3t + 1

3。求解如下两个方程

yt+1 − yt = (t +1)3t

yt+1 − yt =
1
3

对第一个方程: 特征根 λ = 1， f (t) = (t +1)3t = ptP1(t)，ρ = 3 不是特征
根，设特解为 y∗1(t) = 3t(B0 +B1t)，将其代入第一个方程有

3t+1[B0 +B1(t +1)]−3t(B0 +B1t) = 3t(t +1)

可以解得 B0 =
1
4，B1 =

1
2。故 y∗1(t) = 3t(−1

4 +
1
2 t)。

对第二个方程：特征根 λ = 1， f (t) = 1
3 = ρ tP0(t)，ρ = 1 是特征根，设

特解为 y∗2(t) = Bt。将其代入第二个方程解得 B = 1
3。于是，y∗2(t) =

1
3 t。
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差分方程模型的求解方法

因此，齐次差分方程的通解为 yC(t) =C。所求通解为

yt = yc + y∗1 + y∗2 =C+3t
(

1
2

t − 1
4

)
+

1
3

t

C 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

情形二：非齐次项 f (t) 形如

f (t) = ρ t(acosθ t +bsinθ t)(θ > 0)

令
δ = ρ(cosθ + isinθ)
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差分方程模型的求解方法

(i) 如果 δ 不是特征根，那么待定特解的形式为

ρ t(Acosθ t +Bsinθ t)

A、B 是待定系数。将待定特解的形式代入差分方程，求出待定系数即
可。

(ii) 如果 δ 是特征根，那么待定特解的形式为

ρ t(Acosθ t +Bsinθ t)

A, B 是待定系数。将待定特解的形式代入差分方程，求出待定系数即可。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+1 −3yt = sin π
2 t 的通解。

解：因特征根 λ = 3，齐次差分方程的通解 yC =C3t。

f (t) = sin
π
2

t = ρ t(acosθ t +bsinθ t)

a = 0, b = 1, ρ = 1, θ = π
2。

令
δ = ρ(cosθ + isinθ) = i

因为 δ = i 不是特征根，设特解

y∗(t) = Acos
π
2

t +Bsin
π
2

t
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差分方程模型的求解方法

将其代入原方程有

Acos
π
2
(t +1)+Bsin

π
2
(t +1)−3(Acos

π
2

t +Bsin
π
2

t) = sin
π
2

t

因为 cos π
2 (t +1) =−sin π

2 t，sin π
2 (t +1) = cos π

2 t，将其代入上式，并整
理得

(B−3A)cos
π
2

t − (A+3B)sin
π
2

t = sin
π
2

t

比较上式两端的系数，解得 A =− 1
10，B =− 3

10。
故非齐次差分方程的特解为

y∗ (t) =− 1
10

cos
π
2

t − 3
10

sin
π
2

t

于是，所求通解为

yt = yC + y∗ =C3t − 1
10

cos
π
2

t − 3
10

sin
π
2

t

C 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

3、二阶常系数线性差分方程的解法

二阶常系数线性差分方程的一般形式为

yt+2 +ayt+1 +byt = f (t)

其中 a,b 为已知常数，且 b ̸= 0, f (t) 为已知函数。与上述方程相对应的
二阶齐次线性差分方程为

yt+2 +ayt+1 +byt = 0.
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差分方程模型的求解方法

(1) 求二阶齐次线性差分方程的通解
为了求出二阶齐次差分方程的通解，首先要求出两个线性无关的特解。
与一阶齐次差分方程同样分析，设二阶齐次差分方程有特解

yt = λ t

其中 λ 是非零待定常数。将其代入二阶齐次差分方程式有

λ t(λ 2 +aλ +b) = 0

因为 λ t ̸= 0，所以 yt = λ t 是二阶齐次差分方程的解的充要条件是

λ 2 +aλ +b = 0

称上述二次代数方程为差分方程 (齐次) 或 (非齐次) 的特征方程，对应
的根称为特征根。
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差分方程模型的求解方法

(i) 特征方程有相异实根 λ1 与 λ2
此时，齐次差分方程有两个特解 y1(t) = λ t

1 和 y2(t) = λ t
2，且它们线性无

关。于是，其通解为
YC(t) =C1λ t

1 +C2λ t
2

C1,C2 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

(ii) 特征方程有同根 λ t
1 = λ t

2
这时，λ t

1 = λ t
2 =− 1

2 a，齐次差分方程有一个特解

y1(t) = (−1
2

a)t .

直接验证可知

y1(t) = t(−1
2

a)t

也是齐次差分方程的特解。
显然，y1(t) 与 y2(t) 线性无关。于是，齐次差分方程的通解为

yC(t) = (C1 +C2t)(−1
2

a)t

C1,C2 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

(iii) 特征方程有共轭复根 α ± iβ
此时，直接验证可知，齐次差分方程有两个线性无关的特解

y1(t) = rt cosωt, y2(t) = rt sinωt

其中

α =−a
2
, β =

√
b− a2

4
, r =

√
α2 +β 2 =

√
b

ω 由
tanω =

β
α

=−1
a

√
4b−a2

确定，ω ∈ (0,π).
于是，齐次差分方程的通解为

yC(t) = rt(C1 cosωt +C2 sinωt)

C1,C2 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

Fibonacci 问题的解答续：求解 Fibonacci 方程（3）。
解：特征方程

u2 −u−1 = 0

有根

s1 =
1+

√
5

2
, s2 =

1−
√

5
2

它们的近似值是

s1 ∼= 1.61803399, s2 ∼=−0.61833989

(一般地，称数 s1 为黄金分割)。于是，所求通解为

yC(t) =C1st
1 +C2st

2

C1,C2 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+2 −6yt+1 +9yt = 0 的通解。

解：特征方程是
λ 2 −6λ +9 = 0

特征根为二重根
λ1 = λ2 = 3

于是，所求通解为
yC(t) = (C1 +C2t)3t

C1,C2 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+2 −4yt+1 +16yt = 0 满足初值条件 y0 = 1，y1 = 2+2
√

3
的特解。

解：特征方程是
λ 2 −4λ +16 = 0

它有一对共轭复根
λ1,2 = 2±2

√
3i

计算
r =

√
16 = 4

由

tanω =
β
α

=−1
a

√
4b−a2

得

ω =
π
3
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差分方程模型的求解方法

于是原方程的通解为

yC(t) = 4r(C1 cos
π
3

t +C2 sin
π
3

t)

将初值条件 y0 = 1, y1 = 2+2
√

3 代入上式解得 C1 = 1,C2 = 1。
于是所求特解为

y(t) = 4r(cos
π
3

t + sin
π
3

t).
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差分方程模型的求解方法

(2) 求非齐次线性差分方程的特解和通解

利用待定系数法可求出 f (r) 的几种常见形式的非齐次差分方程的特解。

情形一：非齐次项 f (t) 形如

f (t) = ρ tPm(t)(ρ > 0)

这里 Pm(t) 是形如

Amtm +Am−1tm−1 + · · ·+A1t +A0

的 m 次多项式，Am,Am−1, · · · ,A0 是已知常数。
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差分方程模型的求解方法

(i) 如果 p 不是特征根，那么待定特解的形式为

y∗(t) = ρ tQm(t)

这里 Qm(t) 是形如

Bmtm +Bm−1tm−1 + · · ·+B1t +B0

的待定的 m 次多项式，Bm,Bm−1, · · · ,B0 是待定系数。
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差分方程模型的求解方法

(ii) 如果 ρ 是单特征根，那么待定特解的形式为

ρ tQm(t)

这里 Qm(t) 是形如

Bmtm +Bm−1tm−1 + · · ·+B1t +B0

的待定的 m 次多项式，Bm,Bm−1, · · · ,B0 是待定系数。
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差分方程模型的求解方法

(iii) 如果 ρ 是 2 重特征根，那么待定特解的形式为

ρ tt2Qm(t)

这里 Qm(t) 是形如

Bmtm +Bm−1tm−1 + · · ·+B1t +B0

的待定的 m 次多项式，Bm,Bm−1, · · · ,B0 是待定系数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+2 − yt+1 −6yt = 3t(2t +1) 的通解。

解：特征根为 λ1 =−2, λ2 = 3。

f (t) = 3t(2t +1) = ρ tP1(t)

其中 m = 1, ρ = 3。
因 p = 3 是单根，故设特解为

y∗(t) = 3tt(B0 +B1t)

将其代入差分方程解得

B0 =− 2
25

, B1 =
1
15

.
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差分方程模型的求解方法

因此特解为

y∗(t) = 3tt(
1

15
t − 2

25
).

所求通解为
yt = yC + y∗

C1(−2)t +C23t +3tt
(

1
15

t − 2
25

)
C1,C2 为任意常数。
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差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+2 −6yt+1 +9yt = 3t 的通解。

解：特征根为 λ1 = λ2 = 3。

f (t) = 3t = ρ tP0(t)

其中 m = 0, ρ = 3。
因 p = 3 为二重根，应设特解为

y∗(t) = Bt23t .

将其代入差分方程得 B = 1
18 , 特解为 y∗(t) = 1

18 t23t , 通解为

yt = yC + y∗ = (C1 +C2t)3t +
1

18
t23t

C1,C2 为任意常数。

谭忠 (厦门大学) 差分方程方法 2025 年 7 月 21 日 127 / 134



差分方程模型的求解方法

求差分方程 yt+2 −3yt+1 +3yt = 5 满足初值条件 y0 = 5，y1 = 8 的特解。

解：特征根为 λ1,2 =
3
2 ±

√
3

2 i, 因为 r =
√

3，由 tanω =
√

3
3 ，得 ω = π

3。
所以齐次差分方程的通解为

yC(t) = (
√

3)t(C1 cos
π
6

t +C2 sin
π
6

t)

f (t) = 5 = ρ tP0(t)，其中 m = 0，ρ = 1。因 ρ = 1 不是特征根，故设特解
y∗(t) = B。
将其代入差分方程得 B−3B+3B = 5，从而 B = 5。于是所求特解
y∗(t) = 5。因此原方程通解为

y(t) = (
√

3)t(C1 cos
π
6

t +C2 sin
π
6

t)+5.

将 y0 = 5，y1 = 8 分别代入上述，解得 C1 = 0，C2 = 2
√

3。故所求特解为

y∗(t) = 2(
√

3)t+1 sin
π
6

t +5.
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差分方程模型的求解方法

情形二：非齐次项 f (t) 形如

f (t) = ρ t(acosθ t +bsinθ t)(θ > 0)

令
δ = ρ(cosθ + isinθ).
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差分方程模型的求解方法

(i) 如果 δ 不是特征根，那么待定特解的形式为

ρ t(Acosθ t +Bsinθ t)

A、B 是待定系数。将待定特解的形式代入差分方程，求出待定系数即
可。

(ii) 如果 δ 是单特征根，那么待定特解的形式为

ρ t(Acosθ t +Bsinθ t)

A,B 是待定系数。将待定特解的形式代入差分方程，求出待定系数即可。

(iii) 如果 δ 是 2 重特征根，那么待定特解的形式为

ρ tt2(Acosθ t +Bsinθ t)

A, B 是待定系数。将待定特解的形式代入差分方程，求出待定系数即可。
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差分方程模型的求解方法

4、差分方程组的解法

从 Fibonacci 问题的矩阵形式开始令列向量 C(n) =
(

a(n)
b(n)

)
，则

Fibonacci 方程（3）可写为矩阵形式

C(n+1) = FC(n)

其中 F =

(
1 1
1 0

)
如同 Malthus 方程（1），该矩阵方程能用迭代法求解，

解是
C(n) = FnC(0)

它在形式上是简单的，但需要计算 F 的幂 Fn。
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作业

1. 依照下列利率：1%，2%，5%，7%，9%，13%. 按年结算利息，使一
笔存款达到本金的两倍，分别计算所用时间。（取三位小数）

2. 证明 Malthus 模型中，P(0) 翻一番所花的时间 � 是 ln2
lnk。在 1990 年，

世界人口至少是 50 亿，用 Malthus 模型，假设 k 取 1.05，1.03，和
1.01，试估计 2050 年的人口总数。
3. 一笔金额的 L 的贷款，每年按金额为 R 分期付款，如果年利率是 r%，
证明
(1) 在 n 年后所欠的总数为 L(n)，其中 L(n+1) = L(n)(1+ r

100)−R;
(2) 假设 L < 100 R

r , 则每次还款都会使 L(n) 减少：
(3) 证明差分方程 λ (n+1) = kλ (n)− c 的解是
λ (n) = kn(λ (0)+ c

1−k )−
c

1−k 并用该公式计算还清一笔金额为 L 的贷款
所用的年限，如果 r,L 和 n 固定，求 R.
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作业

4. 一种植物的每粒种籽，当它一岁时产 21 倍，而当它两岁或更大时产
44 倍，种下一粒种籽立即就产生一粒新种籽，再把它种上考察第 n 年末
所产生的种籽数 u(n), 证明

u(n+1) = 21u(n)+44(1+u(1)+u(2)+ ...+u(n−1)) (16)

从而证明
u(n+2)−22u(n+1)−23u(n) = 0 (17)

并求 u(n)。
5. 据统计，某城市 2001 年的猪肉产量为 30 万吨，价格为 6.00 元/公
斤．2002 年生产猪肉 25 万吨，价格为 8.00 元/公斤．己知 2003 年的猪
肉产量为 28 万吨，若维持日前的消费水平与生产方式，并假定猪肉产
量与价格之间是线性关系．问若干年以后的产量与价格是否会趋于稳
定? 若稳定请求出稳定的产量和价格
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