
..

. . . . . .

.

......

偏微分方程方法建模

䘔㔣㌱㔕与⿱散㌱㔕建模
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音乐审美

偏微分方程ᴿཐ〃㊱ශθ㊱ශҁ䰪ᴿᵢ䍞的॰ࡡθᆹԢ的Ⓠཪ场Ქ

ҕ਺у一ṭȾс面ሼ᤿➝㊱ශуੂ分ࡡԁ㔃Ⓠཪ场Ქ

1. ়ਨⓆཪ场Ქҁ一：音乐审美
2500 ᒪ前ਚᑂ㞀㪍੃的ନ学家Ƚ数学家∋䗴ଛ᣿ᯥᔶࡑҼ音乐审

美Ⱦ传䈪ᴿ一天θ∋䗴ଛ᣿ᯥཌ࠰散↛θ经䗽一家䫷ॖ䬰θਇ⧦䠂面传

的䫷ॖ䬰ᴪࣖঅ䈹Ƚᛜ㙩ȾԌ䎦䘑䬰ᆆθ䠅Ҽ䠅ࡡ∍ᢉ䫷的༦音θ㾷࠰

䫷䭚ૂ䫷⹝的大ቅθਇ⧦Ҽ一Ѡ㿺ᗁ：音ଃ的ૂ䉆与ਇ༦体体〥的一定

∊例ᴿީȾቊ੄θԌ৾൞⩪弦рڐ䈋僂θ䘑一↛ਇ⧦ਠ㾷᤿∊例ࡈ分一

ṯ振动⵶的弦θቧਥԛӝ生ᛜ㙩的音程Ⱦቧ䘏ṭθ∋䗴ଛ᣿ᯥ൞世界р

俌⅗ਇ⧦Ҽ音乐ૂ数学的㚊㌱θᒬࡑ建Ҽ∋≅音ᗁȾ
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音乐审美

ॹⲴᒪᶛθ⹊ガ音乐ૂ数学的ީ㌱൞㾵方一⴪ᱥ一Ѡ热䰞的课题θ

ᔶᲤईȽճ࡟⮛Ƚ⅝᣿Ƚڻ㄁ਬȽ૾ԙㅿ人䜳▒ᗹ⹊ガ䗽音乐与数学的

ީ㌱Ⱦࡦćᮽ㢰གྷުĈᰬᵕθ人Ԣᐨ经⸛䚉：༦音䜳ᱥ⭧ਇ音体ਇ࠰的

一㌱ࡍ仇⦽Ƚ振ᑻ਺у⴮ੂ的振动གྷਾ㙂ᡆθ䘏ӑ振动ѣᴿ一Ѡ仇⦽ᴶ

ք的振动θ⭧ᆹਇ࠰的音ቧᱥะ音θެ֏Ѱ⌑音θ㙂ଃᓜ䖹ቅȽ仇⦽ࣖ

的䖻ࣟ音㻡〦Ѱ䉆音Ⱦك

伔࡟⎜ · ᣿㧡δJean-Philippe Rameau) ൞ 1722 ᒪީӄૂ༦⨼䇰䱆
䘦ྸсӁᇔ：一༦音的仇⦽ᱥะ音仇⦽的᮪数ࡏك〦Ѱ乐༦ᱥૂ䉆的Ⱦ

⭧↚◶䎭Ҽ人Ԣ䘆⭞数学ᶛ⹊ガ乐༦的ૂ䉆问题Ⱦ⧦Ԁᐨᴿщ䰞的音乐

与数学的Ҝ㊃ Dave BensonθɅMusic: A Mathematical OfferingɆθҕᴿ
щ䰞的音乐与数学的ᵸᘍ ɅJournal of Mathematics and MusicɆȾ
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弦振动问题

1713-1714 ᒪθᐹ劷ށ · ⌦ई (Brook Taylor) ቧ⹊ガҼ䘏一ਚ㘷的
主题θԌ导࠰Ҽ一ṯ᣿㍝的振动弦的ะ仇θᗍࡦҼ一Ѡ二阶ᑮ微分方程

a2ẍ = ṡyẏ

䘏䠂 ṡ =
√

ẋ2 + ẏ2θ㙂微୼ ṡθẋθẏ ᱥሯᰬ䰪਌的Ⱦ

ީӄ偏微分方程ㅢ一⅗ⵕ↙ᝅѿр的ᡆࣕᶛ㠠ӄሯԛቅᨆ⩪弦Ѱԙ

㺞的弦振动问题的⹊ガȾ

1746 ᒪθ䗴ᵍ䍓ቊ൞䇰ᮽɅᕖ㍝的弦振动ᰬᖘᡆ的ᴨ㓵的⹊ガɆ
ѣθ਍ 1727 ᒪ㓜㘦 · ե࣠࡟ (Johann Bernoulli) 㔏Ԍݵᆆѯቲቊ · ե࣠
：的一ሷؗૂ一ㇽ䇰ᮽ的੥ਇ࡟
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弦振动问题

Ԍ㘹㲇Ҽ一ṯᕯ性弦θ൞弦рㅿ䰪䳊的൦方᭴㖤⵶ n Ѡㅿ䍞䠅的䍞⛯Ⱦ弦
㻡ᖉᡆćቅ⨖的弦Ĉθ঩弦㻡ⵁᡆ⭧ n Ѡ⿱散的Ƚ⴮ㅿ的Ƚㅿ䰪䳊的θᒬъᖲ

↚䰪⭞⋗ᴿ重䠅的Ḋ䖥的ᕯ性㔩⴮䘔᧛的ć⨖ᆆĈᶺᡆȾѰҼ༺⨼䘔㔣的

弦θć⨖ᆆĈ的数ⴤݷ䇮਎ᡆᰖキཐѠθੂᰬ∅一Ѡć⨖ᆆĈ的大ቅૂ䍞䠅䜳

ቅθֵᗍᖉć⨖ᆆĈѠ数໔ࣖᰬᙱ䍞䠅䏁䘇䘔㔣弦的䍞䠅Ⱦࠅ

Johann 㘹㲇：ྸ᷒弦的䮵ᓜᱥ lθㅢ k Ѡć⨖ᆆĈ的⁠ආḽᱥ xk, k = 1θ

· · · ,n−1θ൞ x = l ༺的ㅢ n Ѡć⨖ᆆĈᱥу动的θ䛙Ѿ xk = k · l
n ,k = 1, · · · ,nȾ

䙐䗽分析ㅢ k Ѡć⨖ᆆĈ的力θ㓜㘦 · ե࣠࡟ᐨ经䇷᱄θྸ᷒ yk ᱥㅢ k Ѡ

ć⨖ᆆĈ的位〱θࡏ

d2yk

dt2 =
(na

l

)2
(yk+1 −2yk + yk−1), k = 1, · · · ,n−1

ެѣ a2 = lT
MθT ᱥ弦ѣ的ᕖ力θM ᱥᙱ䍞⛯θ䘏ӑ⹊ガᴶ㓾ਠሯ二阶ᑮ微分

方程的⨼䇰ᴿ䍗⥤Ⱦ
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弦振动问题

൞ѯቲቊ · ե࣠࡟的解ㆊѣᴿњ⛯失䈥：

ਠ㘹㲇ć⨖ᆆĈᡶ൞⛯的位〱ᱥᰬ䰪的࠳数θԄ㙂Ԍ的⹊ガᐛ作ਠ㜳ڒ⮏

൞ᑮ微分方程的㤹പχ

уᨆԌ䇚䇼ࡦ的䛙ӑㆶঋ䘆动模ᕅδ⌑音εਥԛ䘣ࣖᡆᴪགྷᵸ的䘆动的㓵

性ਖࣖ৕⨼.

䗴ᵍ䍓ቊ൞Ԍ的䇰ᮽѣθԄਜ一Ѡ䀈ᓜ重᯦㘹㲇Ҽ Johann Bernoulli 推࠰
的方程

d2yk

dt2 =
(na

l

)2
(yk+1 −2yk + yk−1), k = 1, · · · ,n−1

Ԍ⭞ y(x, t) ԙᴵ ykθ⭞ ∆x ԙᴵ l
nθӄᱥр䘦方程਎Ѱ

∂ 2y
∂ t2 = a2[

y(x+∆x, t)−2y(x, t)+ y(x−∆x, t)
(∆x)2 ].

䉣ᘖ (ড়䰞大学数学科学学䲘) 偏微分方程方法建模 2025 ᒪ 7 ᴾ 28 ᰛ 7 / 89



..

. . . . . .

弦振动问题

❬੄Ԍ⌞ᝅࡦᖉ n ਎ᡆᰖキᰬθ∆x 䏁ӄ 0θ方ᤢਭ޻的㺞䗴ᕅቧ਎ᡆ

Ҽ ∂ 2y
∂x2Ⱦഖ↚Ԍ推࠰Ҽ

∂ 2y
∂ t2 = a2 ∂ 2y

∂x2 , (1.1)

ެѣ a2 = T
σ ᱥᑮ数Ⱦ⭧↚弦振动方程䈔生Ҽθ䘏Ѡ方程੡ᴿሯᰬ䰪਎䠅ૂグ

䰪਎䠅的偏导数Ⱦ䘏ᰬグ䰪਎䠅ਠᴿ一㔪θഖ㙂〦Ѱ一㔪波动方程Ⱦᱴ❬θ

D’Alembert 的ڐ法ᕰ⛾൦ד䎌微〥分的ᙓᜩθ൞ᖉᰬ微〥分⨼䇰ᒬ⋗ᴿᇂ஺㙂
ъҕућᇼȾ❬㙂θD’Alembert 的大㛼䈋僂পѰ人㊱ᓊ⭞微〥分Ƚᇂ஺微〥分
的⨼䇰作࠰Ҽ重㾷䍗⥤θҕഖ↚᣿ᔶҼ建㄁偏微分方程学科的ᓅᒋȾ

㔲рᡶ䘦θሯ音乐的⅙䎅与⨼性分析ӝ生Ҽ偏微分方程学科θ↙ᱥሯቅᨆ

⩪弦振动ਇ༦的⹊ガ导㠪Ҽ俌Ѡ偏微分方程的࠰⧦θᒬᴶ㓾ᖘᡆҼ一Ѡᕰ大的

学科Ⱦ
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天体引力场

2. ়ਨⓆཪ场Ქҁ二：⺤定一Ѡ⢟体ሯਜ一⢟体的нᴿ引力的大ቅ
ਜ一㊱⢟⨼问题θ঩ॷޡ世㓠⢟⨼学ѣ的主㾷问题ҁ一：⺤定⢑亵

ᨆ࠰的一Ѡ⢟体ሯਜ一⢟体ӝ生的нᴿ引力的大ቅθ推动Ҽ偏微分方程

学科的ਇኋȾ∊ྸ：འ䱩ሯ一Ѡ㺂᱕θ൦⨹ሯᆹཌ䜞ᡌ޻䜞的一Ѡ䍞

⛯θ䛙Ѿྸ֋ᨅ䘦䘏〃引力ઘϋ

1782 ᒪθ൞㪍作Ʌ天体力学ɆδTraité de Mécanique Célesteεㅢ一
ভѣθѰᨅ䘦ᰖⓆ॰ตδ䍞䠅ᇼᓜ ρ = 0ε的引力场分ᐹȾ᣿Ფ᣿ᯥ俌
⅗ᨆ࠰方程

∆ϕ = 0,

ެѣ ϕ 㺞⽰引力势࠳数θ∆ = ∂
∂x2 +

∂
∂y2 +

∂
∂ z2 Ѱ᣿Ფ᣿ᯥ㇍ᆆȾ
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热传导

3. ়ਨⓆཪ场Ქҁ三：作Ѱᇔ䱻问题θ߬⛲䠇ኔχ作Ѱ科学问题θ
ᱥԷഴ⺤定൦⨹޻䜞的温ᓜ

1807 ᒪθڻ䠂ਬ向ᐪ唄科学䲘ᨆӚҼ一ㇽީӄ热传导的ะᵢ䇰ᮽθ
经᣿Ṳᵍᰛθ᣿Ფ᣿ᯥૂई䇟ᗭ䇺审੄㻡ᤈ㔓ҼȾռ科学䲘⺤ᇔᜩ啉ࣧ

䠂ਬਇኋԌ的ᙓᜩθᡶԛᣀ热传导问题⺤定Ѱሼӄڻ 1812 ᒪᦾҾ高仓
ྌ䠇的课题Ⱦ

䠂ਬ൞ڻ 1811 ᒪᨆӚҼ᭯ؤ䗽的䇰ᮽθ਍ࡦр䘦䈮人ૂਜཌ一ӑ
人䇺审θᗍࡦҼྌ䠇θռഖ਍ࡦ㕰҅ћᇼ性的᢯䇺㙂ᵠਇ㺞൞ᖉᰬ的科

学䲘的Ʌᣛ઀Ɇ䠂Ⱦڻ䠂ਬሯԌᡶ਍ࡦ的ᖻ䙽᝕ࡦ᝚᚞θռԌ㔝㔣⹊ガ

热的课题Ⱦ

൞ 1822 ᒪਇ㺞Ҽ数学的经典ᮽ⥤ҁ一Ʌ热的解析⨼䇰Ɇ(Theoorie
analytique de la chaleur)θ↚Ҝᱥڻ䠂ਬᙓᜩ的主㾷࠰༺Ⱦ
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热传导方程

൞੮᭬ᡌ䠀᭴热的⢟体޻䜞θ温ᓜ分ᐹ一㡢ᱥуൽश的θ൞Ա֋⛯

р䜳䳅ᰬ䰪㙂਎ौθᡶԛ温ᓜ T ᱥグ䰪ૂᰬ䰪的࠳数Ⱦ䘏Ѡ࠳数ד䎌

ӄ⢟体的ᖘ⣬ȽᇼᓜȽᶆᯏ的∊热ȽT 的ࡓခ分ᐹ (঩൞ᰬࡱ t = 0 ᰬθ

T 的分ᐹ) ԛ਀ؓᤷӄ⢟体㺞面р的ᶗԬȾ
Fourier ൞Ԍ的Ҝѣ㘹㲇的ㅢ一Ѡ主㾷问题ᱥ൞ൽशૂ਺向ੂ性的⢟

体޻⺤定作Ѱ xθyθzθt 的࠳数的温ᓜ TȾṯᦤ⢟⨼৕⨼Ԍ䇷᱄Ҽ T

ᗻ亱┗䏩偏微分方程

k2 ∂T
∂ t

=
∂ 2T
∂x2 +

∂ 2T
∂y2 +

∂ 2T
∂ z2 ,

〦Ѱ三㔪热方程θެѣ k2 ᱥד䎌ӄ⢟体Ḇӑ性䍞ᑮ数Ⱦ
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面向世界科技前沿

1. 䠅ᆆ䇗㇍与䠅ᆆ力学
◦ 方程：㯑定䉊方程：ih̄ ∂

∂ t Ψ(r, t) =
[
− h̄2

2m ∇2 +V (r, t)
]

Ψ(r, t)
◦ ᓊ⭞：䠅ᆆ∊⢯╊ौ模ᤕδྸ IBM 䠅ᆆ䇗㇍ᵰε

ᤉᢇ䠅ᆆᶆᯏ䇴䇗δ2023 ᒪ䈰䍓ቊ⢟⨼学ྌᡆ᷒ε

2. ᆽᇏ学与引力⨼䇰
◦ 方程：⡧ഖᯥග场方程
◦ ᓊ⭞：唇⍔ਾᒬ引力波人⎁δLIGO ᧘⎁ε

᳍㜳䠅ᆽᇏ学模ශδJames Webb ᵑ䘒䮒数ᦤ分析ε

3. 人ᐛᲰ㜳ะ⹶⨼䇰
◦ 方程：ụᓜ⍷方程：∂tu =−∇E (u)

◦ ᓊ⭞：␧ᓜ学ҖՎौ㇍法δྸ⾔经↙࠽Ṯ⨼䇰ε
生ᡆ模ශ扩散䗽程δDiffusion Models 的䘔㔣ᖘᕅε
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面向经济主战场

1. ᯦㜳Ⓠᔶਇ与۞㜳
◦ 方程：䬸⿱ᆆ⭫⊖：Cahn-Hilliard-Nernst-Planck 方程

⟹ᯏ⭫⊖：ཐᆊԁ䍞ѣ的 Brinkman 方程
◦ ᓊ⭞：ᆷᗭᰬԙ⭫⊖⭫ᶷᶆᯏ䇴䇗δᨆॽ㜳䠅ᇼᓜε

≘⟹ᯏ⭫⊖ۢौࡸՎौδ䲃ք䫸⭞䠅ε

2. 高ㄥ࡬䙖与ᐛ业Եⵕ
◦ 方程：热传导方程：∂tT = α∇2T

㔉ᶺ力学方程：∇ ·σ +F = 0

◦ ᓊ⭞：大伔ᵰ C919 热ᓊ力分析δ䚵ރ㔉ᶺ⯨ࣩε
㣥⡽散热Վौδ঄Ѱ᰽㞴 AI 㣥⡽热㇗⨼ε

3. 䠇㷃科技与伄䲟㇗⨼
◦ 方程：Black-Scholes 方程：∂tV + 1

2 σ2S2∂SSV + rS∂SV − rV = 0

◦ ᓊ⭞：ᵕᵹ定ԭ㇍法δр⎭ᵕ䍝Ӛ᱉ᡶ高仇Ӛ᱉㌱㔕ε
㌱㔕性䠇㷃伄䲟传ḉ模ශδཤ㺂ᇅ㿸审ងⴇ㇗ε
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面向国家重大需求

1. 国䱨与グ天科技
◦ 方程：Navier-Stokes 方程：∂tu+u ·∇u−ν∆u+∇p = 0 (グ≊动力学)

Maxwell 方程：∂tB+∇×E = 0 (⭫⻷䳆ᖘ)
◦ ᓊ⭞：高䎻音䙕伔㺂ಞ≊动䇴䇗δDF-ZF 伔㺂ಞε

㡦㡽䴭䗴䳆䓡⎸ቸՎौδ055 ශ傧䙆㡦εε
2. 䍺Ⓠऎ᧘与㜳Ⓠᆿޞ

◦ 方程：ᕯ性波方程：ρ∂tu = ∇ ·
(
C : ∇u

)
◦ ᓊ⭞：享ዟ≊۞ቸ൦䴽ᡆ܅δ഑ᐓ⳼൦ć␧൦ᐛ程Ĉε

঍⎭ਥ⟹ߦ䍺Ⓠ䇺զδć㬓勮 2 ਭĈᒩਦ数ᦤਃ╊ε
3. 生ᘷ⧥ູؓᣚ

◦ 方程：⊗ḉ⢟扩散方程：∂tc+v ·∇c−D∆c = R(c)

◦ ᓊ⭞：䮵⊕⍷ต重䠇ኔ䗷〱人⎁δćॷᒪ⾷⑊Ĉ生ᘷ䇺զε
⻩ሷᆎ൦с䘆〱模ᤕδ᯦⮼ CCUS ⽰㤹ᐛ程ε
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面向人民生命健康

1. ⯴⯻建模与㋴߼ॱ⯍
◦ 方程：㛵ⱚ生䮵：Cahn-Hilliard-Keller-Segel 方程

⾔经场方程：∂tV +V =
∫

ω(x− y)S(V (y))dy (㝇⭫ؗਭ)
◦ ᓊ⭞：㛰Ⲃ䶬向⋱⯍ଃᓊ人⎁δ㚊ᖧ AI 䖻ࣟ䈀ᯣ㌱㔕ε

ⲡⰡ⯻⚬定位δ␻঄㝇ᵰ᧛ਙѪᓀ⹊ガεε

2. ॱ⯍䇴༽⹊ਇ
◦ 方程：㹶⍷动力学：Navier-Stokes 方程δ䶔⢑亵⍷体ؤ↙ε

ॱ学ᡆ܅：Radon ਎ᦘ
◦ ᓊ⭞：人ᐛᗹ㝅⬙㟒⍷体Վौδ微ࡑॱ⯍ćFirehawkĈӝ૷ε

քࡸ䠅 CT 重建㇍法δ㚊ᖧćᰬグ᧘⎁ಞĈ技ᵥε
3. ㆌߩড生ާޢ

◦ 方程：传ḉ⯻ SIR 模ශ
◦ ᓊ⭞：᯦ߖ⯡᛻䱨᧝δѣ⯴᧝传᫣动力学人⎁ε

ⲱ䶟热㳀჈᧝࡬δᒵᐔᲰឝคᐸ人䆜㌱㔕ε
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微元分析法

⭞微元分析法θቧᱥ਎䠅㠠䓡਀ެᵠ⸛࠳数的਎ौ⦽㠠䓡ҁ䰪ਥ㜳

у┗䏩⢟⨼ㅿ㠠❬定ᗁθռ਎䠅的微元ҁ䰪ㅜਾḆӑ㿺ᗁ与定ᗁȾ䘏ṭ

俌ݾ⺤㄁ᇔ䱻问题ѣ的਎䠅θ߃⺤㄁一ӑ与䘏ӑ਎䠅的微元ᴿީ的㿺ᗁ

਀定ᗁθ࠰ࡍㅿᕅࣖԛ᮪⨼਎ᡆ偏微分方程ᕅȾ

䇴࠳数 f (x) ൞॰䰪 [a,b] р䘔㔣䶔䍕θሼԛᴨ㓵 y = f (x) Ѱ京䗯θ

ᓋѰ [a,b] 的ᴨ䗯ụᖘ的面〥䇦Ѱ Aθ䇗㇍ A 的↛僚ᱥ：
(1). 分ࢨ：⭞Աᝅ一组分⛯ᣀ॰䰪 [a,b] 分ᡆ䮵ᓜѰ ∆xi (i = 1,2θ

· · · ,n) 的 n Ѡቅ॰䰪θ⴮ᓊ൦ᣀᴨ䗯ụᖘ分ᡆ n Ѡᖾズ的ᴨ䗯ụᖘθ
ㅢ i Ѡズᴨ䗯ụᖘ的面〥䇴Ѱ ∆Aiθӄᱥᴿ

A =
n

∑
i=1

∆Ai
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微元分析法

(2). 䘇ղ：ሼ∅一Ѡズᴨ䗯ụᖘ䘇ղѰ⸟ᖘθ൞ެ⴮ᓊ的ቅ॰䰪р
Աᝅ਌一⛯ ξiθ䘑㙂ሼ࠳数ٲ f (ξi) ᖉڐ䘏Ѡ⸟ᖘ的高θ䇗㇍ ∆Ai 的䘇

ղٲ

∆Ai ≈ f (ξi)∆xi (xi−1 ≤ ξi ≤ xi)

(3). 求ૂ：求ૂᗍ A 的䘇ղٲ

A ≈
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi

(4). ਌ᶷ䲆：਌ᶷ䲆ᗍ

A = lim
||∆||→0

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi =
∫ b

a
f (x)dx,

䘏䠂 ||∆||= max
1≤i≤n

∆xi.
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微元分析法

൞解ߩᇔ䱻问题ᰬθਥԛㆶ᦭൦᤿➝

ᶛ⴪᧛导࠰问题的数学ᖘᕅᒬ求解Ⱦ

Ҽ解Ҽ方法的ᇔ䍞ԛ੄θр䘦䗽程䘎ਥԛ䘑一↛ㆶौ：一ᔶခቧሼ

ቅ॰䰪ᖘᕅ൦਌Ѱ [x,x+dx]θ䘑㙂⭧ dx (〦Ѱ微元) ⴪᧛ᗍࡦ微分ᖘ
ᕅ ds = f (x)dxθ߃൞ [a,b] р〥分
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微元分析法

൞䘏一䗽程ѣθ微元 dx 的作⭞ᇔ䱻рޭᴿњ重性Ⱦ俌ݾθdx 㻡ᖉ

作一Ѡ⴮ሯ䶏↘的ᴿ䲆䠅θቧਥԛṯᦤᡶ㘹㲇的ޭ体问题建㄁ީӄ dS

的ީ㌱ᕅ. ❬੄߃ሼ dx ⵁᡆᰖキቅ䠅θ䘏ᰬީ㌱ᕅ

dS = f (x)dx

㋴⺤ᡆ㄁θ׵ਥ亰⨼ᡆㄖ൦ሯެ〥分ҼȾ

䘏〃༺⨼问题ૂ解ߩ问题的方法〦Ѱ微元法Ⱦ微元法⮛ৱҼ ∆x → 0

的ᶷ䲆䗽程ԛ਀൞䘆㇍䗽程ѣਥ㜳࠰⧦的高阶ᰖキቅ䠅θֵ⭞䎭ᶛ䶔ᑮ

方׵θ㙂ъᴿр䘦ћṲ的数学ะ⹶θ൞解ߩᇔ䱻问题ѣᓊ⭞ᗍᶷѰᒵ

⌑θྸ䇗㇍ᕝ䮵Ƚ面〥Ƚ体〥的ޢᕅҕਥԛ⴪᧛⭞微元法ᶛ导࠰Ⱦ
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微元分析法

例. 沿໏໷⍷с的⋯┼㮺ቸ：
ྸഴᡶ⽰
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微元分析法

ɋ问题分析Ɍ：㘹ሕ沿໏໷⍷с的⋯┼㮺ቸ䘆动：⋯┼的唅性ᣫᣍ

⋯┼㠠䓡的重力θԄ㙂ӝ生ࢠᓊ力Ⱦ经Ỷ⎁䈛⋯┼的ࢠᓊ力与䙕ᓜ的ụ

ᓜ分䠅 ∂u
∂y ᡆ↙∊ȾỶ⎁ᗍࡦ

∂ 2u
∂y2 ᱥ一Ѡᑮ数 −cθ䈛ᑮ数与重力ᡆ↙

∊Ⱦ

ɋ模ශᶺ建Ɍ：⭧ӄ⋯┼ቸᖾ㮺θഖ↚䙕ᓜ u(x,y, t) 䘇ղ൦ਠ沿໏
໷向с一Ѡ方向Ⱦٽ䇴⋯┼㋎൞໏рθഖ↚൞ y = 0 р u = 0Ⱦ৾⭧ӄ൞
⋯┼㺞面 y = h(x, t)θࢠᓊ力Ѱ 0θ᭻ ∂u

∂y = 0Ⱦӄᱥ需㾷求解ྸс问题
∂ 2u
∂y2 =−c

u|y=0 = 0,
∂u
∂y |y=h(x,t) = 0,
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微元分析法

解ᗍ

u =
1
2

cy(2h− y).

ᴶ੄⭧㮺ቸ的䍞䠅ᆾᚈ定ᗁ⸛θ⋯┼৐ᓜ的਎ौ䙕ᓜ与沿໏໷向с的⋯┼⍷

的਎ौᱥᒩ㺗的Ⱦ䇦⍷䠅Ѱ q(x, t) =
∫ h

0 udyθ经䗽一ቅ⇫ᰬ䰪 ∆tθ䮵ᓜѰ ∆x

的ቅঋ元䍞䠅ᦕ失㓜 (q(x, t)−q(x+∆x, t))∆tθ໔ࣖ的䍞䠅Ѱ

(h(x, t +∆t)−h(x, t))∆xȾӄᱥ

(q(x, t)−q(x+∆x, t))∆t = (h(x, t +∆t)−h(x, t))∆x.

᮪⨼ᒬީӄ ∆tθ∆x ਌ᶷ䲆ᗍࡦ

∂h
∂ t

+
∂
∂x

∫ h

0
udy = 0,

ሼ u = 1
2 cy(2h− y) ԙޛрᕅᗍ

∂h
∂ t

+ ch2 ∂h
∂x

= 0.
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弦振动方程的推导

问题 (弦的微ቅ⁠振动)：一䮵Ѱ l 的Ḋ䖥Ƚᴿᕯ性的Ƚൽश的㓼弦

᣿㍝ԛ੄θ䇟ᆹ⿱ᔶᒩ㺗位㖤൞ම⴪ӄ弦㓵的ཌ力作⭞с作微ቅ⁠振

动θ঩弦的䘆动ਇ生൞ੂ一ᒩ面޻θъ弦р਺⛯的位〱与ᒩ㺗位㖤ම

⴪Ⱦ求൞уੂᰬࡱ弦㓵的ᖘ⣬

ɋ问题分析Ɍ：⭧ӄᱥ求ćᖘ⣬Ĉθⵁрৱࠖ܅֋问题θᇔ䱻рԄ⢟

⨼рⵁᱥ求位〱Ⱦ൞数学рᴿњѠ䀈ᓜⵁ䘏Ѡ问题：一ᱥԄࠖ֋䀈ᓜθ

〦Ѱ弦的ࠖ֋ᖘ⣬χ二ᱥԄ分析的䀈ᓜⵁθቧᱥሼᆹ᭴൞ආḽ㌱ѣθ䘏

Ѡࠖ֋ᖘ⣬的࠳数㺞䗴ᕅᱥྸ֋的ϋᆹד䎌ӄӶѾ਎䠅ϋ
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弦振动方程的推导

俌ݾ建㄁ආḽ㌱θ਌弦的ᒩ㺗位㖤Ѱ x 䖪θ൞弦㓵䘆动的ᒩ面޻θ

ම⴪ӄ弦㓵的ᒩ㺗位㖤ъ䙐䗽弦㓵的一Ѡㄥ⛯的⴪㓵Ѱ u 䖪θྸсഴ

䘏ṭ൞Աᝅᰬࡱ tθ弦㓵р਺⛯的位〱Ѱ u = u(x, t)Ⱦ⭧ӄڐ微ቅ⁠振

动θ൞䘏弦рԱ਌一弦⇫ (x,x+∆x)θᆹ的ᕝ䮵Ѱ

∆s =
∫ x+∆x

x

√
1+

(
∂u
∂x

)2

dx.
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弦振动方程的推导

⭧微ቅ⁠振动⸛ ∂u
∂x ᖾቅθӄᱥ

(
∂u
∂x

)2
与 1 ⴮∊ਥԛᘳ⮛у䇗θԄ

㙂

∆s ≈
∫ x+∆x

x
dx = ∆x.

䘏ṭਥԛ䇚Ѱ䘏⇫弦൞振动䗽程ѣᒬᵠծ䮵θ弦的ᖶ䘊䘆动的主㾷৕ഖᱥᕰ

䘡ཌ力ૂᕖ力的ᖧଃȾ弦൞䘆动䗽程ѣθ਺⛯的位〱Ƚࣖ䙕ᓜȽᕖ力ㅿ䜳൞у

ᯣ਎ौθռᆹԢ䚫ᗠ动䠅ᆾᚈ定ᗁȾ

ɋ问题ٽ䇴Ɍ：ٽ䇴 1 (䠅纲ٽ䇴)：䇴 ρ Ѱ弦的㓵ᇼᓜδॹށ/㊩εθ f0 Ѱ

作⭞൞弦㓵ръම⴪ӄᒩ㺗位㖤的ᕰ䘡ཌ力ᇼᓜδ⢑亵/㊩εχ
䇴ٽ 2：䇴 αθβ ᱥњㄥ⛯༺的࠽㓵与 x 䖪↙向的཯䀈θ弦㓵ᱥൽश的ъ

作微ቅ⁠振动θ᭻ਥԛ䇚Ѱ |α|, |β | ≪ 1θ

sinα ∼ α, sinβ ∼ βχ

sinα ∼ tanα, sinβ ∼ tanβχ
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弦振动方程的推导

䇴ٽ 3：䇴 (0, l)× (0,∞) θu޻ ᆎ൞二阶䘔㔣偏导数 ∂ 2u
∂x2 ૂ

∂ 2u
∂ t2

ɋ模ශᶺ建Ɍ：动䠅ᆾᚈ定ᗁ：⢟体൞Ḇ一ᰬ⇫ (঩Ḇᰬ䰪䰪䳊) ޻
的动䠅的໔䠅ㅿӄ作⭞൞䈛⢟体рᡶᴿཌ力൞䘏一ᰬ⇫޻ӝ生的ߨ䠅

动䠅 (t = t2)− 动䠅 (t = t1)= ཌ力൞ᰬ⇫ (t1 ≤ t ≤ t2) 䠅ߨӝ生的޻

ᡇԢᓊ⭞䘏Ѡ定ᗁ建㄁弦р਺⛯的位〱ᡶ┗䏩的偏微分方程Ⱦྸ᷒⢟体ޭᴿ

ൽश䍞䠅 m ъ᤿श䙕 v 䘆动θ䛙Ѿ动䠅Ѱ mvȾഖ↚θ൞弦рԱᝅᡠ਌一⇫

[a,b]θ㘹㲇ᆹ൞Աᝅᰬ⇫ [t1, t2] 动䠅的਎ौθԄ㙂൞Աᝅᰬࡱ tθሼ弦⇫ [a,b]

分ᡆࡈ a = x0 < x1 < · · ·< xi−1 < xi < · · ·< xn = bθ䛙Ѿ൞一ቅ⇫ [xi−1,xi] 的䍞

䠅Ѱ ρ(ξi)∆xiθ䙕ᓜѰ位〱ީӄᰬ䰪的导数θ঩
∂u
∂ tȾഖ↚θ൞↚ᰬࡱ䘏Ѡቅ॰

䰪р的动䠅Ѱ

ρ∆si
∂u
∂ t

= ρ
∂u
∂ t

∆xi.
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弦振动方程的推导

弦⇫ [a,b] рᙱ的动䠅Ѱ

∑ρ∆si
∂u
∂ t

= ∑ρ
∂u
∂ t

∆xi.

᭻⭧定〥分定ѿ

lim
||∆||→0

∑ρ∆xi
∂u
∂ t

=
∫ b

a
ρ

∂u
∂ t

dxκ

䘏䠂 ||∆||= max
1≤i≤n

(∆xi)Ⱦ൞ᰬ⇫ [t1, t2] 的动䠅਎ौѰ޻

∫ b

a

(
ρ

∂u
∂ t

)
t=t2

dx−
∫ b

a

(
ρ

∂u
∂ t

)
t=t1

dx. (2.1)

ѰҼ求࠰作⭞൞弦⇫ [a,b] рᡶᴿම⴪ӄ弦㓵的ཌ力ӝ生的ߨ䠅θ⌞ᝅࡦ

作⭞ӄ弦⇫ [a,b] р的ཌ力ᴿњ㊱：ཌࣖᕰ䘡力ૂઞപ弦㓵䙐䗽ㄥ⛯ x = a,b 作

⭞ӄ弦⇫ [a,b] 的ᕖ力Ⱦ
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弦振动方程的推导

ཌࣖᕰ䘡力൞ᰬ⇫ [t1, t2] 䠅ᱥߨᡶӝ生的޻

lim
∥∆∥→0

∑ f0∆x∆t =
∫ t2

t1
dt

∫ b

a
f0dx. (2.2)

⭧㜗ށ定ᗁ⸛䚉θ弦р∅一⛯ᡶ਍ᕖ力൞䘆动䗽程ѣؓᤷу਎θ঩ᕖ力与ᰬ

䰪ᰖީȾሼ൞ x ⛯༺的ᕖ力䇦Ѱ Txθᆹ㺞⽰൞ x ⛯༺弦的ᐜ䗯䜞分ሯ਩䗯䜞

分的᣿力与弦的਩䗯䜞分ሯᐜ䗯䜞分的᣿力大ቅൽѰ Txθ㙂ᕖ力 Tx 的方向ᙱ

ᱥ沿⵶弦൞ x ⛯༺的࠽㓵方向Ⱦഖ↚θ作⭞൞ㄥ⛯ x = a ૂ x = b 的ᕖ力䇦

作 Ta ૂ TbȾ
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弦振动方程的推导

ᆹԢ൞ u 䖪方向的分䠅ᢃᱥ引䎭弦рс振动的作⭞力θѰ

Ta · iu = |Ta|cos(Ta, iu) =−|Ta|sinα,

Tb · iu = |Tb|cos(Tb, iu) = |Tb|sinβ ,

䘏䠂 iu 㺞⽰ u 䖪р的ঋ位向䠅Ⱦ⭧ӄٽ䇴 2 ԛ਀ |Ta|= |Tb|= T0θެѣ T0 Ѱ

ᑮ数θഖ↚ᕖ力 TaθTb 的ම⴪ӄ弦㓵的分䠅൞ᰬ⇫ [t1, t2] ∫䠅ᱥߨӝ生的޻ t2

t1
T0 tanβdt −

∫ t2

t1
T0 tanαdt =

∫ t2

t1

[(
T0

∂u
∂x

)
x=b

−
(

T0
∂u
∂x

)
x=a

]
dt. (2.3)

㘹㲇 (2.1)-(2.3)θԄ㙂⭧动䠅ᆾᚈ定ᗁᗍࡦ弦㓵作微ቅ⁠振动ᡶ┗䏩的方程Ѱ
∫ b

a

[(
ρ

∂u
∂ t

)
t=t2

−
(

ρ
∂u
∂ t

)
t=t1

]
dx =

∫ t2

t1

[(
T0

∂u
∂x

)
x=b

−
(

T0
∂u
∂x

)
x=a

]
dt +

∫ t2

t1
dt

∫ b

a
f0dx, (2.4)

ެѣ [a,b] ᱥऻ੡൞弦㓵 [0, l] ,的Աᝅ弦⇫θ[t1޻ t2] ᱥऻ੡൞振动ᵕ䰪 [0,∞)

的Աᝅᰬ⇫Ⱦ
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弦振动方程的推导

䇴ٽ⭧ 3 ૂ⢑亵Ă㧧ᐹቲޯޢᕅθ㺞䗴ᕅ (2.4) ਥ᭯ߏѰ∫ t2

t1
dt

∫ b

a
[

∂
∂ t

(ρ
∂u
∂ t

)− ∂
∂x

(T0
∂u
∂x

)− f0]dx = 0.

⭧ [a,b]θ[t1, t2] 的Աᝅ性θ㄁঩ᗍࡦ u ┗䏩的微分方程Ѱ

∂
∂ t

(ρ
∂u
∂ t

)− ∂
∂x

(T0
∂u
∂x

) = f0 (0 < x < l, t > 0)κ

⭧ӄ弦ᱥൽश的θ᭻ ρ Ѱᑮ数. ഖ↚方程Ӝਥ᭯ߏѰ

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = f (x, t) (0 < x < l, t > 0),

ެѣ a2= T0
ρ θ f (x, t) = f0(x,t)

ρ Ⱦ

ᵢ㢸ީ䭤⛯：1. sinα ∼ tanα ∼ ∂u
∂xθ与ᵠ⸛࠳数的导数ᤸ䫟χ2. ሯᰬ⇫ૂ

弦⇫ֵ⭞⢑亵Ă㧧ᐹቲޯޢᕅχ3. ֵ⭞䘔㔣࠳数的〥分学ะᵢ引⨼
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位势方程的推导

问题：一Ѡ䘔㔣⢟体ሯ一Ѡ㻡ⵁ作䍞⛯的ঋ位䍞䠅⢟体 P ᡶ作⭞的

нᴿ引力ᱥᶺᡆ䈛⢟体的ޞ体䍞䠅微元ሯ䍞⛯ P ᡶ作的力的ᙱૂ

ɋ问题分析Ɍ：䇴੮引体⢟体Ѱ Ωθྸ᷒⢟体的体〥微元 dξ dηdζ
䶔ᑮቅθԛ㠩ਥⵁ作䳼ѣ൞⛯ (ξ ,η ,ζ ) 的一Ѡ䍞⛯Ⱦ↚ཌθྸ᷒ P 的

ආḽᱥ (x,y,z)κ䛙Ѿ Ω ѣᇼᓜѰ ρ 的微元ሯঋ位䍞⛯的引力ᱥԄ䍞⛯
P ᤽向䍞䠅微元的一Ѡ向䠅

(
ξ−x

r , η−y
r , ζ−z

r

)
θ大ቅѰ kρ dξ dηdζ

r2
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位势方程的推导

ɋ模ශᶺ建Ɍ：᤿⢑亵нᴿ引力定ᗁθ分䠅ᖘᕅѰ

−kρ
dξ dηdζ

r2

(
x−ξ

r
,
y−η

r
,
z−ζ

r

)
,

ެѣ k ᱥнᴿ引力ᑮ数θᒬъ r =
√
(x−ξ )2 +(y−η)2 +(z−ζ )2 Ѱ䘏

њ⛯ҁ䰪的䐓⿱Ⱦᇼᓜ ρ ਥԛᱥ x,y,z 的࠳数θ൞ൽश⢟体ѣᱥ一Ѡᑮ
数Ⱦ᮪Ѡ⢟体ሯ P ༺ঋ位䍞䠅的引力分䠅ᱥ

F(x,y,z) =−k(
∫
Ω

ρ
x−ξ

r3 dξ dηdζ ,
∫
Ω

ρ
y−η

r3 dξ dηdζ ,
∫
Ω

ρ
z−ζ

r3 dξ dηdζ ),

ެѣ F(x,y,z) 〦Ѱ引力场࠳数Ⱦᖉ ρ ᱥᑮ数ᰬθ⴪᧛䇗㇍ਥ⸛ F(x,y,z) ᱥ位
势࠳数 V (x,y,z) =

∫∫∫
Ω

ρ
r dξ dηdζ 的ụᓜθ঩

F(x,y,z) = ∇V =

(
∂V
∂x

,
∂V
∂y

,
∂V
∂ z

)
.
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位势方程的推导

䘑一↛⴪᧛䇗㇍ਥԛ僂䇷θP(x,y,z) ൞ Ω ԛཌθ঩ሯ੮引体ཌ䜞的
⛯ (x,y,z)θᆹ┗䏩偏微分方程

∂ 2V
∂x2 +

∂ 2V
∂y2 +

∂ 2V
∂ z2 = 0,

ㆶ䇦Ѱ ∆V = 0θ䘏Ѡ方程ӄ 1782 ᒪ⭧᣿Ფ᣿ᯥᨆ࠰θᡶԛ〦Ѱ᣿Ფ᣿ᯥ方
程θҕ〦Ѱ位势方程ȾռԌ䭏䈥的䇚Ѱ䘏Ѡ方程ᖉ㻡੮引的䍞⛯位ӄ⢟体޻䜞

ᰬҕᡆ㄁θ䘏Ѡ䭏䈥⭧⌀ᶴӄ 1793 ᒪᴪ↙Ⱦᇔ䱻рθ㤛 ρ(x,y,z) θ┇ݿ分ݻ
ࡏ P ൞ Ω 䏩┗޻

∆V =−4πρ .

䘏Ѡ方程〦Ѱ⌀ᶴ (Poisson) 方程Ⱦ
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热传导方程的推导

问题：൞三㔪グ䰪ѣθ㘹㲇一ൽशȽ਺向ੂ性的⢟体θٽ定ᆹ޻䜞

ᴿ热Ⓠθᒬъ与ઞപԁ䍞ᴿ热Ӛᦘθ⹊ガ⢟体޻䜞温ᓜ的分ᐹૂ਎ौ
ɋ问题分析Ɍ：⢟体޻䜞⭧ӄ਺䜞分温ᓜуੂӝ生热䠅的传䙈θᆹ

Ԣ䚫ᗠ㜳䠅ᆾᚈ定ᗁ：⢟体޻䜞的热䠅的໔ࣖ = 䙐䗽⢟体的䗯界⍷ޛ
的热䠅 + ⭧⢟体޻䜞的热Ⓠᡶ生ᡆ的热䠅的ᙱૂθ঩

t2 热䠅ࡱᰬ − t1 热䠅ࡱᰬ = ൞ [t1, t2] ᰬ⇫䙐䗽䗯界的⍷ޛ䠅 + ൞ [t1, t2] ᰬ⇫热Ⓠ的生ᡆ䠅

൞⢟体 Ω Աᝅᡠ਌一ඍ޻ Dθᒬ൞ᰬ⇫ [t1,t2] рሯ D ֵ⭞㜳䠅ᆾᚈ定ᗁ
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热传导方程的推导

ɋ问题ٽ䇴Ɍ：ٽ䇴 1 (䠅纲ٽ䇴)：u ᱥ温ᓜ (ᓜ)θc ᱥ∊热 (❜
㙩/ᓜ · ॹށ)θρ ᱥᇼᓜ (ॹށ/㊩ 3)θq ᱥ热⍷ᇼᓜ৾〦热䙐䠅θ㺞⽰
ঋ位ᰬ䰪޻䙐䗽ঋ位面〥的热䠅θঋ位Ѱ❜㙩/〈 · ㊩ 2θ f0 ᱥ热Ⓠᕰ

ᓜ (❜㙩/ॹށ · 〈)
䇴ٽ 2：u ൞ḧ体 Ω× (0,∞) ᴿ䘔㔣偏导数ޭ޻ ∂u

∂ tθ
∂u
∂xθ

∂ 2u
∂x2θ

∂ 2u
∂y2θ

∂ 2u
∂ t2

ɋ模ශᶺ建Ɍ：⌞ᝅࡦ൞ dt θ䙐䗽޻⇫ᰬ D 的䗯界 ∂D р面〥微
元 dSθ䘑ޛ॰ต D 的热䠅Ѱ −q ·νdSdtθν ᱥ ∂D 的ঋ位ཌ法向θԄ㙂
⭧㜳䠅ᆾᚈ定ᗁᴿ∫∫∫

D
cρ(u|t=t2 −u|t=t1 )dxdydz =−

∫ t2

t1
dt

∫∫
∂D

q ·νds+
∫ t2

t1
dt

∫∫∫
D

ρ f0dxdydz. (2.6)
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热传导方程的推导

⢟⨼学的ᇔ僂㺞᱄൞一定ᶗԬсθ热⍷向䠅与温ᓜụᓜᡆ↙∊

q =−κ∇u, (2.7)

䍕ਭ㺞᱄热䠅ᱥ⭧高温向ք温䘆动Ⱦκ ᱥ⢟体的导热㌱数θ(2.7) 〦ѰFourier
定ᗁȾᣀ (2.7) ԙޛ (2.6)θ⌞ᝅࡦ

q ·ν =−κ
∂u
∂ν

,

Ԅ㙂 (2.6) ᕅਥ᭯ߏѰ∫∫∫
D

cρ(u|t=t2 −u|t=t1)dxdydz =
∫ t2

t1
dt

∫∫
∂D

κ
∂u
∂ν

ds+
∫ t2

t1
dt

∫∫∫
D

ρ f0dxdydz.

䇴ٽ⭧ 2θࡏᓊ⭞ Gauss ∫ࡦᕅᗍޢ t2

t1
dt

∫∫∫
D

cρ
∂u
∂ t

dxdydz =
∫ t2

t1
dt

∫∫∫
D
[∇ · (κ∇u)+ρ f0]dxdydz.
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热传导方程的推导

⭧ӄ㻡〥࠳数൞ Ω× (0,∞) 䘔㔣θԛ਀޻ [t1, t2]θD 的Աᝅ性θ৾
⭧ӄ⢟体ൽशθ਺向ੂ性θc,ρ,κ 䜳ᱥᑮ数θࡏ

∂u
∂ t

−a2∆u = f , (2.8)

ެѣ a2 = κ
ρcθ f = f0

c θ∆ ᱥ三㔪 Laplace ㇍ᆆȾᖉ f ≥ 0 ᰬ㺞⽰热Ⓠχᖉ

f ≤ 0 ᰬ㺞⽰热≽Ⱦ方程 (2.8) 〦Ѱ热传导方程Ⱦެѣᖉ f (x,y,z, t)≡ 0 ᰬθ方

程〦Ѱ喆⅗热传导方程θ㙂ᖉ f (x,y,z, t) ̸= 0 ᰬθ方程〦Ѱ䶔喆⅗热传导方程Ⱦ

䙐䗽扩散的⢟⨼⧦䊗ҕਥԛᗍࡦ㊱ղ的模ශȾ
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高阶偏微分方程

1. 高阶偏微分方程模ශ的建㄁
例. গ᚟Ăᑂ࡟ӐᗭδCahn-Hilliardε方程：গ᚟Ăᑂ࡟Ӑᗭ

Cahn-Hilliard 方程ᱥ二元ਾ䠇ѣ⴮分⿱䗽程的数学模ශȾᆹ的⢟⨼ᓊ⭞
ᐨ扩ኋࡦ䈮ཐ科学亼ตθྸ䈹ᑻ分解Ƚᎂ⇫㚐ਾ⢟Ƚഴؤ܅གྷȽཐ⴮⍷

体Ƚޭᴿᕯ性уൽश性䍞的微㿸㔉ᶺȽ㛵ⱚ生䮵模ᤕ与ᤉᢇՎौθ঩
∂ψ
∂ t (x, t) = ∇ · [M(ψ(x, t))∇µ(x, t)] (x, t) ∈ Ω× (0,T )

µ(x, t) = F ′(ψ(x, t)− ε−2∆ψ(x, t))
∂ψ
∂n (x, t) =

∂ µ
∂n (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω

䘏䠂 Ω ⊂ Rd (d = 1,2,3) ᱥᴿ䗯界 ∂Ω 的ᴿ界॰ตκ䠅 ψ(x, t) = mα −mβ ᱥ

定ѿѰњѠ分ᆆᕅҁᐤ的⴮场θެѣ mα ૂ mβ 分ࡡᱥ⴮ α ૂ β 的分ᆆᕅȾ

F(ψ) = 1
4 (ψ

2 −1)2 ᱥ组分 ψ 的喆⅗㌱㔕的ਂӋ位势ȾM(ψ(x, t)) ᱥ↙䗷〱⦽θ

ε ᱥ↙ᑮ数θ ∂ψ
∂n ᱥ൞॰ต䗯界的ঋ位ཌ法向导数Ⱦ
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高阶偏微分方程

例. 唅性㮺㟒⍷体问题：ਜཌ一㊱导㠪഑阶ᣑ⢟ශ方程的问题ᱥᴿ
ީ൞㺞面ᕖ力作⭞с的唅性㮺㟒⍷体θྸ⋯┼ᕅ⎸ᯏ的⍷动Ⱦ䙐ᑮԚ㮺

㟒的৐ᓜѰ hθু力Ѱ pθ与⋗ᴿ重力的ᖧଃсু力㓜ㅿӄᆹ൞㮺㟒㺞
面的ٲ的᛻߫уੂθ⧦൞ᆹㅿӄ㺞面ᕖ力与ᴨ⦽的Ҏ〥θᡶԛ p 与
−∆h 䘇ղᡆ∊例Ⱦٽ䇴㟒ᖾ㮺ъ |∇h| 䶔ᑮቅθ䘏䠂 ∇ Ѱ൞㮺㟒㺞面р
的二㔪ụᓜθԃ❬㜳⭞䘇ղ⏜┇⨼䇰ᗍࡦᒩ面޻䙕ᓜ与 −h2∇p ᡆ↙∊θ
ᡶԛ⍷体的䙐䠅与 −h3∇2 p ᡆ↙∊Ⱦᴶ੄⭧䍞䠅ᆾᚈ定ᗁθ൞适ᖉ的ተ
ᓜсᗍࡦ

∂h
∂ t

=−∇ · (h3∇(∆h)),

঩ᗍࡦҼޭᴿ三⅗扩散㌱数഑阶扩散方程Ⱦ㊱ղӄ Cahn-Hilliard 方程θഖѰ
൞ h = 0 ᰬ的䘶ौ∊ཐᆊԁ䍞方程ᴪࣖћ重θр䘦方程ᴿᖾཐ问题⋗ᴿ解ߩȾ
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高阶偏微分方组程

2. 偏微分方程组模ශ的建㄁
例. ≊体动力学：
≊体动力学建㄁的模ශ䜳ᱥ偏微分方程组θਥԛ৸㘹ᶄ大▒ݾ生的

Ʌ⢟⨼学与偏微分方程Ɇ
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数学概念

前面䙐䗽ᇔ例建㄁Ҽ偏微分方程模ශθс面ᡇԢᶛᣳ䊗࠰一㡢的数

学概念:
俌ݾ引䘑向䠅 α = (α1, · · · ,αN)θެ分䠅 αk ᱥ䶔䍕᮪数θ〦䈛向䠅

Ѱཐ重᤽ḽȾᡶᴿཐ重᤽ḽ的䳼ਾᱥ ZN
+θሯ α ∈ ZN

+ ૂ x ∈ RNθ定ѿ

|α |= α1 + · · ·+αN , |x|=
√

x2
1 + · · ·+ x2

N ,

α! = α1! · · ·αN!, xα = xα1
1 · · ·xαN

N .

㓜定 00 = 1θ定ѿ ZN
+ ѣ的偏ᓅ α ≥ β：ሯ k = 1, · · · ,Nθαk ≥ βkȾ

.
定ѿ (偏微分㇍ᆆ)
..

......

作⭞൞一Ѡ࠳数рӝ生ਜཌ一Ѡ࠳数的数学䘆㇍㿺ᗁ〦Ѱ㇍ᆆȾ引䘑微分

䇦ਭ Dk =
∂

∂xk
θᆹ作⭞൞ਥ微࠳数 u рᗍࡦ u ީӄ xk 的偏导࠳数Ⱦᡶԛ

Dk =
∂

∂xk
ᱥ ㇍ᆆθ〦Ѱ偏微分㇍ᆆȾ
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数学概念

ᡇԢᐨ经学䗽䇮ཐ偏微分㇍ᆆ

D = ∇ = ( ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xN

) 〦Ѱụᓜ㇍ᆆ.
向䠅࠳数δ场ε F⃗ = ( f1, f2, · · · , fN)θ引ޛ䘆㇍

divF⃗ = div{ f1, f2, · · · , fN}=
∂ f1

∂x1
+ · · ·+ ∂ fN

∂xN

〦Ѱ散ᓜ㇍ᆆȾ散ᓜ㇍ᆆਥԛⵁᡆụᓜ㇍ᆆሯ向䠅场作޻〥θ঩ ∇ · F⃗

〦 ∆ = ∂ 2

∂x2
1
+ · · ·+ ∂ 2

∂x2
N
Ѱ᣿Ფ᣿ᯥ (Laplace) ㇍ᆆ

向䠅࠳数δ场ε F⃗ = (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z))θ〦向䠅场

rotF⃗ =

(
∂R
∂y

− ∂Q
∂ z

,
∂P
∂ z

− ∂R
∂x

,
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
Ѱ F⃗ 的ᰁᓜδҕ䇦Ѱ curlF⃗εȾᰁᓜ㇍ᆆਥԛⵁᡆụᓜ㇍ᆆሯ向䠅场作৿

Ҏ〥θ঩ ∇× F⃗
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数学概念

с面的㇍ᆆ

L =
∂ 2

∂x2 − ∂
∂x

+ x
∂
∂y

ҕᱥ偏微分㇍ᆆȾ

䇴 α Ѱཐ重᤽ḽθ䇦 m = |α | θ引䘑 m 阶的偏微分㇍ᆆ

Dα = Dα1
1 · · ·DαN

N =
∂ |α |

∂xα1
1 · · ·∂xαN

N

例ྸδ1ε α = (α1,α2)θެѣ |α|= 2 ૂ |α|= 3Ⱦ

δ2εα = (α1,α2,α3)θެѣ |α|= 2 ૂ |α|= 3Ⱦ

分࠰ߏࡡሯᓊ的偏微分㇍ᆆ的ᖘᕅȾ
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数学概念

㓵性偏微分㇍ᆆ

ྸ᷒一Ѡ偏微分㇍ᆆ L ┗䏩

(1) ᑮ数 c ਥԛᨆࡦ㇍ᆆ的ཌ面

L[cu] = cL[u].

(2) 偏微分㇍ᆆ作⭞൞њѠ࠳数的ૂрㅿӄ分ࡡ作⭞൞࠳数рҁૂ

L[u1 +u2] = L[u1]+L[u2].

㔉ਾ (1) ૂ (2) ᗍ

L[c1u1 + c2u2] = c1L[u1]+ c2L[u2],

䘏䠂 c1 ૂ c2 ᱥԱᝅᑮ数θࡏ〦䘏Ѡ偏微分㇍ᆆѰ㓵性偏微分㇍ᆆȾ
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数学概念

⭧㓵性偏微分㇍ᆆ作⭞൞ᵠ⸛࠳数рᖘᡆ的方程〦Ѱ㓵性偏微分方

程θ঩ޭᴿྸсᖘᕅ

∑
|α|≤m

aα(x)Dα u = f (x),

঩方程ީӄᵠ⸛࠳数ૂެ਺阶偏导数䜳ᱥ㓵性的Ⱦ䘏䠂 aα(x) (|α| ≤ m) ૂ f

ᱥуד䎌ᵠ⸛࠳数 u ਀ެ导数的㔏定࠳数θ f (x) 〦Ѱ䶔喆⅗亯ᡌ㠠⭧亯Ⱦྸ᷒

䶔喆⅗亯 f ≡ 0θࡏ〦ᆹѰ喆⅗㓵性偏微分方程Ⱦੜࡏ〦Ѱ䶔喆⅗㓵性偏微分

方程Ⱦ
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数学概念

ঀ㓵性Ƚᤕ㓵性ૂ䶔㓵性偏微分方程：

(1) ྸ᷒一Ѡ偏微分方程的ᴶ高阶偏导数亯ᱥ㓵性的θ㙂ᵠ⸛࠳数ૂᆹ
的ք阶偏导数亯ᱥ䶔㓵性的θ঩ޭᴿྸсᖘᕅ

∑
|α|=m

aα(x)Dα u+a0(Dm−1u, · · · ,Du,u,x) = 0,

〦ᆹѰঀ㓵性偏微分方程θ䘏䠂ࡏ a0(Dm−1u, · · · ,Du,u,x) ᱥ㠠਎䠅ԛ਀

ᵠ⸛࠳数的ք阶导数亯的࠳数Ⱦ

(2) ྸ᷒一Ѡ偏微分方程ީӄᵠ⸛࠳数的ᴶ高阶偏导数ᱥ㓵性的θᒬъ㌱数ד
䎌ӄ㠠਎䠅 x = (x1, · · · ,xN)Ƚᵠ⸛࠳数ૂᆹ的ք阶偏导数亯θ঩ޭᴿྸс

ᖘᕅ

∑
|α |=m

aα(Dm−1u, · · · ,Du,u,x)Dα u+a0(Dm−1u, · · · ,Du,u,x) = 0,

〦ᆹѰᤕ㓵性偏微分方程Ⱦࡏ
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数学概念

(3) ྸ᷒一Ѡ偏微分方程ީӄᆹ的ᴶ高阶导数ᱥ䶔㓵性的θࡏ〦ᆹѰᇂ
䶔㓵性偏微分方程Ⱦޞ

ᴿᰬᡇԢҕՐ䙽ࡦ方程组的᛻ᖘ
.
定ѿ (偏微分方程组)..

......

ᖘྸ

F(Dmu(x),Dm−1u(x), · · · ,Du(x),u(x),x) = 0, x ∈ Ω

〦Ѱ m 阶偏微分方程组θ䘏䠂

F : RKNm ×RKNm−1 ×·· ·×RKN ×RK ×Ω → RK

ᱥ㔏定的ъ u : Ω → RKθu = (u1, · · · ,uK) ᱥᵠ⸛的Ⱦ
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数学概念

.
定ѿ (偏微分方程 (组) 的阶数)..

......

一Ѡ偏微分方程 (组) ѣᴶ高阶偏导数的阶数〦Ѱ䘏Ѡ偏微分方
程 (组) 的阶数θ঩ᖘྸ

F
(

∂ mu
∂xm

1
, · · · , ∂ mu

∂xm
N
, · · · , ∂u

∂x1
, · · · , ∂u

∂xN ,
,u,x1, · · · ,xN

)
= 0 (⋆)

〦Ѱ m 阶偏微分方程Ⱦ䘏䠂 x = (x1,x2, · · · ,xN) ∈ Ω ъ N ≥ 1Ⱦྸ᷒ሯᡶᴿ的

x ∈ Ωθ࠳数 u ૂᆹ的偏导数┗䏩ㅿᕅ (⋆)θ〦䘏Ѡ࠳数 u = u(x) ᱥ (⋆) ൞ Ω
р的偏微分方程的解Ⱦ
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举例

◦ 㓵性偏微分方程
(1) 波动方程

utt −∆u = 0.

(2) 一㡢波动方程

utt −
N

∑
i, j

ai juxix j +
N

∑
i

biuxi = 0.

(3) 热传导方程 (扩散方程)
ut −∆u = 0.

(4) 位势方程

∆u =
N

∑
i=1

uxixi = 0.
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举例

◦ ঀ㓵性偏微分方程 ( f (u) ̸= 0)
(1) ঀ㓵性 Poisson 方程

−∆u = f (u).

(2) ঀ㓵性ਃᓊ扩散方程
ut −∆u = f (u).

(3) ঀ㓵性波动方程
utt −∆u = f (u).
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举例

◦ ᤕ㓵性偏微分方程
P-Laplacian 方程

div(|∇u|p−2∇u) = 0,

div
(

Du
(1+ |Du|2)1/2

)
= 0.

◦ ᇂޞ䶔㓵性方程
det(D2u) = f .
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举例

◦ 䶔㓵性方程组
(1) уਥু㋎性⍷ Navier-Stokes 方程{

∂tu−∆u+u ·∇u+∇p = f ,

divu = 0.

ެѣ (x, t) ∈ R3 × (0,T )θT ᱥ一Ѡ↙的ᴿ䲆数θ f ъ൞┇ݿ分ݻ R3 ޭ

ᴿ㍝᭥䳼Ⱦu(x, t) ૂ p = p(x, t) 㺞⽰уਥু⍷൞ (x, t) ༺的ᵠ⸛䙕ᓜૂ
ুᕰ场Ⱦ

(2) ਥু㋎性⍷ Navier-Stokes 方程{
∂ρ
∂ t +div(ρu) = 0,
∂ρu
∂ t +div(ρu⊗u)+∇p(ρ) = µ∆u+(λ +µ)∇(divu)+ρf.

䘏䠂 p(ρ) = aργ , a Ѱᑮ数Ⱦ
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偏微分方程的定解问题

.
定ѿ (偏微分方程的定解问题)..

......
一㡢ᶛ䈪, ခᶗԬૂ䗯界ᶗԬ㔕〦Ѱ定解ᶗԬθ一Ѡ偏微分方程ࡓ

䘔ੂ与ᆹ⴮ᓊ的定解ᶗԬ组ᡆ一Ѡ定解问题Ⱦ

一㡢ᴿԛсࠖ㊱：

(1) Cauchy 问题ᡌٲࡓ问题：൞॰ต Ω ѣ㔏定偏微分方程θ൞ Ω 的Ḇ
Ѡᆆ䳼р㔏定ᵠ⸛࠳数ᡌᆹ的导数的ḆѠ适ᖉ的ٲࡓȾ

(2) 䗯ٲ问题：൞॰ต Ω ѣ㔏定偏微分方程θ൞䗯界 ∂Ω р㔏定ᵠ⸛࠳
数ᡌᆹ的导数的ḆѠ适ᖉ的䗯界ᶗԬȾ

(3) ␭ਾ问题 ൞॰ต：(问题ٲ䗯ࡓ) Ω р㔏定偏微分方程θᒬ㔏定ᵠ
䗯界ᶗԬȾૂٲࡓ数ᡌᆹ的导数的ḆѠ适ᖉ的࠳⸛
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波动方程的定解问题

1. 波动方程的定解问题：弦振动方程

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = f (x, t), 0 < x < l, t > 0. (2.9)

一ṯ弦㓵的振动⣬߫䘎ד䎌ӄࡓခᰬࡱ弦㓵的⣬ᘷૂ䙐䗽弦㓵њㄥᡶ਍ࡦ的

ཌ界的ᖧଃȾഖ↚, ѰҼ⺤定一Ѡޭ体的弦振动θ䲚Ҽ࠰ࡍᆹ┗䏩的方程ԛཌ
䘎ᗻ亱࠰ߏᆹ适ਾ的ࡓခᶗԬૂ䗯界ᶗԬȾ

：ခᶗԬࡓ ঩ᗻ亱㔏࠰弦р਺⛯൞ࡓခᰬࡱ t = 0 的位〱ૂ䙕ᓜ u(x,0) = φ(x) (0 ≤ x ≤ l),

ut(x,0) = ψ(x) (0 ≤ x ≤ l).
(2.10)

䘏䠂 φ(x), ψ(x) Ѱᐨ⸛࠳数Ⱦ
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波动方程的定解问题

䗯界ᶗԬ：一㡢䈪ᶛᴿ三〃

ᐨ⸛ㄥ⛯位〱䳅ᰬ䰪的਎ौ, ঩

u(0, t) = g1(t),u(l, t) = g2(t) (t ≥ 0) (2.11)

⢯ࡡᖉ g1(t) = g2(t) = 0 ᰬθ〦Ѱ弦㓵ޭᴿര定ㄥȾ

ᐨ⸛൞ㄥ⛯ᡶ਍的ම⴪ӄ弦㓵的ཌ力作⭞Ⱦ⭧ٽ䇴ම⴪ӄ弦㓵的ཌ力Ѱ

T0 sinα = T0 tanα = T0

(
∂u
∂x

)
x=a

,

T0 sinβ = T0 tanβ = T0

(
∂u
∂x

)
x=b

.

⌞ᝅᐜ਩њ䗯的力Ѱ 
−T0

∂u
∂x

|x=0 = g1(t),

T0
∂u
∂x

|x=l = g2(t).
(2.12)
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波动方程的定解问题

⢯ࡡᖉ g1(t) = g2(t) = 0 ᰬθ〦弦㓵ޭᴿ㠠⭧ㄥȾ䘏〃᛻ᖘㄥ⛯༺

的࠽㓵ᙱᱥ≪ᒩ的Ⱦ

ᐨ⸛ㄥ⛯的位〱与ᡶ਍ཌ力作⭞的一Ѡ㓵性组ਾ
−T

∂u
∂x

|x=0 +α1u(0, t) = g1(t),

T
∂u
∂x

|x=l +α2u(l, t) = g2(t),
(2.13)

䘏䠂 t ≥ 0,αi > 0, i = 1,2.θ⢯ࡡᖉ g1(t) = g2(t) = 0 ᰬθ㺞⽰弦的њㄥര

定൞ᕯ性᭥ᢵрθαi (i = 1,2) 分ࡡ㺞⽰᭥ᢵ的ᕯ性㌱数Ⱦ

൞॰ต (0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0) р⭧方程 (2.9)θࡓခᶗԬ (2.10) ԛ਀䗯界
ᶗԬ (2.11)-(2.13) ѣ䰪的Աᝅ一Ѡ组ᡆ的定解问题〦Ѱ弦振动方程的␭
ਾ问题Ⱦ

൞॰ต (−∞ < x < ∞, t ≥ 0) рθ⭞方程ૂࡓခᶗԬ组ᡆ的定解问题

〦Ѱ弦振动方程的ٲࡓ问题 (ᡌ Cauchy 问题)Ⱦ
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热传导方程的定解问题

2. 热传导δ扩散ε方程的定解问题：热传导方程
∂u
∂ t

−a2∆u = f ,

ެѣ a2 = κ
ρcθ f = f0

c θ∆ ᱥ三㔪 Laplace ㇍ᆆθᖉ f ≥ 0 ᰬ㺞⽰热Ⓠχᖉ

f ≤ 0 ᰬ㺞⽰热≽ȾѰҼޭ体⺤定⢟体޻䜞的温ᓜ分ᐹθᡇԢ䘎需㾷⸛䚉⢟体

：ခᶗԬࡓ的ઞപԁ䍞的ᖧଃȾࡦခ温ᓜ分ᐹԛ਀䙐䗽⢟体的䗯界਍ࡓ䜞的޻

u(x,y,z,0) = φ(x,y,z), (x,y,z) ∈ Ω.

䗯界ᶗԬ：一㡢䈪ᶛᴿ三㊱

ᐨ⸛䗯界 ∂Ω р的温ᓜ分ᐹ

u|Σ = g(x,y,z, t), Σ = ∂Ω× [0,∞).
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热传导方程的定解问题

䘏⢯ࡡᖉ g Ѱᑮ数ᰬθ〦⢟体的䗯界ؓᤷᚈ温Ⱦ

ᐨ⸛䙐䗽䗯界 ∂Ω 的热䠅

κ
∂u
∂ν

|Σ= g(x,y,z, t),

ެѣ ν Ѱ Ω 的ঋ位ཌ法向䠅θg ≥ 0 㺞⽰⍷ޛθg ≤ 0 㺞⽰⍷࠰Ⱦ⢯ࡡ

ᖉ g ≡ 0 ᰬθ㺞⽰⢟体㔓热Ⱦ

ᐨ⸛䙐䗽䗯界 ∂Ω 与ઞപԁ䍞ᴿ热Ӛᦘ

κ
∂u
∂ν

|Σ= α0(g0 −u)|Σ,

ᡌ

(
∂u
∂ν

+αu) |Σ= g(x,y,z, t),

䘏䠂 g0 㺞⽰ઞപԁ䍞温ᓜθα0 㺞⽰热Ӛᦘ㌱数θα = α0
κ > 0
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Laplace 方程的定解问题

3. Laplace 方程的定解问题：前面ᡇԢᐨ经⹊ガҼٲࡓ问题ૂࡓ䗯
䎌ӄᰬ䰪਎䠅θᆹԢ与ᣑ⢟ශૂד䎌グ䰪਎䠅৾ד问题θ䘏ӑ问题ᰘٲ

ਂᴨශ偏微分方程ᴿީȾ⧦൞ᡇԢީ⌞䗯界ٲ问题θ൞数学亼ตθ一Ѡ

䗯界ٲ问题ቧᱥሱᢴ一Ѡ࠳数θֵᗍᆹ┗䏩一Ѡ㔏定的偏微分方程ૂ⢯

定的䗯界ᶗԬȾ൞⢟⨼亼ตθ䘏Ѡ问题与ᰬ䰪⴮⤢㄁θਠ⎿਀ࡦグ䰪ආ

ḽθ与ὣ഼ශ偏微分方程ᴿީθਥԛሼ䈹ૂ方程ⵁᡆ波动方程ૂ热方程

൞ᒩ㺗⣬ᘷᰬ的⢯⇀᛻ᖘ：

−a2∆u = f (x1,x2, · · · ,xN).

〦Ѱ Poisson 方程Ⱦ f = 0 ᰬ〦Ѱ Laplace 方程ȾLaplace 方程的定解问题ѣθ
䗯界ᶗԬਥ分഑㊱：
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Laplace 方程的定解问题

◦ ㅢ一㊱䗯ٲ问题δ⣺ށ࡟䴭 (Dirichlet) 问题ε：ሱᢴ一Ѡ࠳数 u(x)θ
x = (x1,x2, · · · ,xN)θֵެ൞॰ต Ω ⊂ RN рᱥ䈹ૂ的θᒬъ൞䗯界

∂Ω р┗䏩 u = φ(x)θެѣ φ(x) ᱥ定ѿ൞॰ต Ω 的䗯界 ∂Ω р的一
Ѡ㔏定的䘔㔣࠳数ȾΩ ᱥ一Ѡㆶঋ的ሷ䰣分⡽ (⇫) 的ᴨ面┇ݿ (ᴨ
㓵) ∂Ω 的޻䜞॰ต, ঩−∆u = f (x), x ∈ Ω,

u(x) = φ(x), x ∈ ∂Ω.

◦ ㅢ二㊱䗯ٲ问题δ䈰Հᴲ (Nuamann) 问题ε：ሱᢴ一Ѡ࠳数 u(x)θ

x = (x1,x2, · · · ,xN)θֵެ൞॰ต Ω ⊂ RN рᱥ䈹ૂ的θ൞䗯界р┗

䏩Nuamann ᶗԬ
∂u
∂ν

= φ(x),
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Laplace 方程的定解问题

঩定解问题Ѱ {
−∆u = f (x), x ∈ Ω,
∂u(x)

∂ν = φ(x), x ∈ ∂Ω.

䘏䠂 ν ᱥ䗯界 ∂Ω 的ঋ位ཌ法向Ⱦੂᰬ┗䏩⴮ᇯ性ᶗԬδᙓ㘹题：ѰӶѾϋε∫
∂Ω

φ(s)dS+
∫

Ω
f (x)dx = 0.

◦ ㅢ三㊱䗯ٲ问题δ劷ᇴ (Rubin) 䗯ٲ问题ε：ሱᢴ一Ѡ࠳数 u(x)θ

x = (x1,x2, · · · ,xN)θֵެ൞॰ต Ω ⊂ RN рᱥ䈹ૂ的θ൞䗯界 ∂Ω р┗䏩
∂u
∂ν

+h(x)u = φ(x),

ެѣ h(x) ૂ φ(x) ᱥ㔏定的䘔㔣࠳数θ঩定解问题Ѱ{
−∆u = f (x), x ∈ Ω,

α ∂u
∂ν +βu = φ(x), x ∈ ∂Ω.
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Laplace 方程的定解问题

◦ ㅢ഑㊱䗯ٲ问题：ሱᢴ一Ѡ࠳数 u(x),x = (x1,x2, · · · ,xN)θֵެ൞॰

ต Ω ⊂ RN рᱥ䈹ૂ的θ൞䗯界 ∂Ω 的уੂ䜞分┗䏩уੂ㊱ශ的䗯界
ᶗԬȾ一Ѡ┗䏩䘏㊱䗯界ᶗԬ的例ᆆᱥ

u = φ1(x), x ∈ ∂Ω1,
∂u
∂ν

= φ2(x),x ∈ ∂Ω2,

ެѣ ∂Ω = ∂Ω1 ∪∂Ω2Ⱦ

р䘦഑〃问题㻡㔕〦Ѱ޻॰ต䗯ٲ问题Ⱦ䘏ӑ问题与ཌ॰ต䗯ٲ问题൞

њѠ方面ᴿᡶуੂ：一ᱥሯӄ੄㘻的਺〃问题θ䗯界ཌ的一䜞分ᱥᰖキ大

的χ二ᱥཌ॰ต䗯界ٲ问题的解ᗻ亱┗䏩仓ཌ的㾷求Ⱦ
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偏微分方程的适定性

.
定ѿ (偏微分方程的适定性)..

......

一Ѡ偏微分方程问题൞࠳数㊱ C ѣ〦Ѱ适定的 (well-posed)θྸ᷒
с面三ѠᶗԬ䜳┗䏩：

1. ൞ C ѣᆎ൞一Ѡ解χ

2. 解ᱥ୥一的χ

3. 解ሯ㔏定数ᦤ (㌱数ૂٲȽ䗯ٲࡓ) 的䘔㔣ד䎌

例 1. 僂䇷 u(x,y) = y2 + x ᱥ R2 р的 Cauchy 问题{
∂u
∂x = 1,

u(0,y) = y2, (y ∈ R)

的解Ⱦ
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偏微分方程的适定性

解：
∂u
∂x

= 1, u(0,y) = (y2 + x)(0,y) = y2.

例 2. 僂䇷 u(x,y) = x2 − y2,u(x,y) = ex siny 䜳┗䏩方程

∆u = uxx +uyy = 0.

解：ഖѰ

ux = 2x, uxx = 2, uy =−2y, uyy =−2.

ᡶԛ ∆u = 0θԄ㙂 u = x2 − y2 ┗䏩 ∆u = 0Ⱦ

ux = ex siny, uxx = ex siny,

uy = ex cosy, uyy =−ex siny.

Ԅ㙂 u = ex siny ┗䏩 ∆u = 0Ⱦ
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偏微分方程的适定性

例 3. 僂䇷 u(x,y) = cos
√

x2 + y2 ᱥ Cauchy 问题{
∂u
∂x )

2 +( ∂u
∂y )

2 = 1−u2,

u(0,y) = cosy

的解

解：ഖѰ

∂u
∂x

=−sin
√

x2 + y2 · 2x

2
√

x2 + y2
=− x√

x2 + y2
sin

√
x2 + y2,

∂u
∂y

=−sin
√

x2 + y2 · 2y

2
√

x2 + y2
=− y√

x2 + y2
sin

√
x2 + y2,

u(0,y) = cosy.

ᡶԛ

(
∂u
∂x

)2 +(
∂u
∂y

)2 = sin2
√

x2 + y2 = 1− cos2
√

x2 + y2 = 1−u2.

Ԅ㙂ᗍ䇷Ⱦ
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偏微分方程的适定性

例 4. 䇷᱄࠳数 u = u(x,y) = eny−e−ny

2n2 sinnx (n ∈ N) ᱥ Cauchy 问题
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = 0, (x,y) ∈ D,

u(x,0) = 0, (x,y) ∈ D,
∂u(x,0)

∂y = sinnx
n , (x,y) ∈ D

的解θ䘏䠂 D =
{
(x,y)|x2 + y2 < 1

}
θᒬ䇷᱄䈛问题ᱥу适定的Ⱦ

䇷᱄：ᇯ᱉僂䇷ሯԱᝅര定的 n ∈ Nθun(x,y) = eny−e−ny

2n2 sinnx ᱥ㔏定

Cauchy 问题的解Ⱦ䇴 n → ∞θሯ x,y ∈ D ᴿ x ̸= 0,y ̸= 0, |un(x,y)| → ∞Ⱦਜ一方
面θᖉ n → ∞ ᰬθ㔏定的 Cauchy 问题਎Ѱྸс问题

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = 0,

u(x,0) = 0,
∂u(x,0)

∂y = 0.

䈛问题ਠᴿᒩࠗ解 u ≡ 0θᡶԛᡶ㘹㲇的 Cauchy 问题у䘔㔣ד䎌ӄࡓခᶗԬ.
Ԅ㙂ᱥу适定的Ⱦ
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定解问题的经典解

偏微分方程定解问题的经典解法

(1) 㺂波法Ă波动方程 Cauchy 问题的 D’Alembert ᕅχޢ

(2) ⭞分⿱਎䠅法求解定ѿ൞ᴿ界॰ตр的波动方程Ƚ热传导方程的ࡓ
䗯ٲ问题Ƚ䈹ૂ方程的䗯ٲ问题χ

(3) ⭞ Fourier ਎ᦘ法求解波动方程Ƚ热传导方程的ࡓခ问题χ

(4) ⭞ Green 问题χٲ数法求解䈹ૂ方程的䗯界࠳

(5) 㓝数法χ

(6) 偏微分方程䘇ղ求解κ
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

案例一：烟雾的扩散与消失问题

◦ 问题㜂Ქ：ᖉ一仍⛤ᕯ൞天グѣ⠼⛮ᰬθᡇԢⵁࡦ᭴࠰的烟雾ԛ⠼⛮
⛯Ѱѣᗹ向഑ઞ䗻䙕扩散θᖘᡆ一Ѡ䘇ӄ⨹ᖘ的у䙅ݿ॰ตȾ䎭ࡓ䘏

Ѡ॰ต䙆⑆໔大θ੄ᶛᆹ的䗯界਎ᗍ᱄Ӥ䎭ᶛθу䙅ݿ॰ต⑆⑆਎

ቅθᴶ੄烟雾ᇂޞ消失Ⱦ⧦㾷建㄁一Ѡ模ශθᨅ䘦㿸ሕࡦ的烟雾扩散

ૂ消失䗽程θ分析消失的ᰬ䰪与ଠӑഖ㍖ᴿީθԛ਀ᙄṭ人ᣛ消失的

ࡱᰬ
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ɋ问题分析Ɍ

⛤ᕯ⠼⛮引䎭的烟雾传᫣ਥԛⵁ作൞ᰖ䲆グ䰪⭧ⷢᰬ⛯Ⓠ导㠪的扩

散䗽程θ㜳ཕ⭧二阶ᣑ⢟ශ偏微分方程ᨅ䘦烟雾⎉ᓜ的਎ौ㿺ᗁȾᡇԢ

⭞Ԡಞᡌ㚿⵲㿸ሕࡦ的烟雾扩散ૂ消失䗽程ᰘ与烟雾⎉ᓜ的਎ौ㿺ᗁᴿ

ީθ৾与烟雾ሯݿ㓵的੮᭬䗽程ᴿީθ䘎⎿਀ࡦԠಞᡌ㚿⵲ሯӤ᳍的⚫

ᮅ程ᓜȾ䆢ྸ⭞㚿⵲㿸ሕ䇚Ѱ烟雾ᐨ经消失δ⭧᳍਎Ӥεθ㙂⭞⚫ᮅᓜ

高的Ԡಞࡏԃ㜳㿸⎁ࡦ烟雾Ⱦ

᮪Ѡ建模䗽程ᓊᖉऻ੡：烟雾⎉ᓜ的਎ौ㿺ᗁχサ䗽烟雾的ݿ的ᕰ

ᓜ的਎ौ㿺ᗁχԠಞ䗞ࡡӤ᳍的⚫ᮅᓜ的ᨅ䘦χу䙅ݿ॰ต䗯界的਎ौ

䗽程ㅿ
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ɋ问题ٽ䇴Ɍ

(i) ⛤ᕯ的⠼⛮ⵁ作൞グѣḆ一⛯向഑ઞㅿᕰᓜ൦ⷢᰬ䠀᭴烟雾θ烟雾
൞ᰖ䲆グ䰪扩散θу䇗伄力ૂ大൦的ᖧଃ

(ii) 烟雾的传᫣服Ԅ扩散定ᗁθ঩ঋ位ᰬ䰪䙐䗽ঋ位法向面〥的⍷䠅与
ᆹ的⎉ᓜụᓜᡆ↙∊

(iii) ᕰ的ݿቇθঋ位䐓⿱рࠅ㓵サ䗽烟雾ᰬެᕰᓜ⭧ӄ烟雾的੮᭬㙂ݿ
⴮ሯࠅቇ䠅与烟雾⎉ᓜᡆ↙∊χ⋗ᴿ烟雾的大≊ሯݿ㓵的੮᭬作⭞

ᘳ⮛у䇗

(iv) ൞烟雾扩散䗽程ѣθуサ䗽烟雾⴪᧛䘑ޛ㿸⎁Ԡಞ的ḽݿ߼
ᕰ I0 ؓᤷу਎χሯӄサ䗽烟雾䘑ޛԠಞ的ݿᕰ Iθ㿸⎁㔉᷒ਠᴿӤ

᳍ҁ分θӻᖉ
I
I0

> 1−µ ᰬ㿸⎁㔉᷒ѰӤȾµ 〦ѰԠಞ的⚫ᮅᓜθ

µ 䏀ቅԠಞ䏀⚫ᮅθ䙐ᑮ µ ≪ 1
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ɋ模ශᶺ建Ɍ

(1) 烟雾⎉ᓜ的਎ौ㿺ᗁ

ሼ⠼⛮ᰬࡱ䇦作 t = 0θ⠼⛮⛯䘿Ѱආḽ৕⛯θ൞ t θグ䰪ѣԱࡱᰬ
一⛯ (x,y,z) 的烟雾⎉ᓜ䇦Ѱ C(x,y,z, t)Ⱦṯᦤٽ䇴 (ii) ᴿ

q⃗ =−k ·grad C,

k ᱥ扩散㌱数θgrad 㺞⽰ụᓜθ䍕ਭ㺞⽰⭧⎉ᓜ高向⎉ᓜք的൦方扩散Ⱦ㘹ሕ
グ䰪॰ต Ωθ൞⢟体 Ω ޻ Աᝅᡠ਌一ඍ Dθऻപ D 的ᴨ面Ѱ SθS 的ཌ法㓵

向䠅Ѱ ν⃗θࡏ൞ [t, t +∆t] Ԅ޻ D 䙐䗽޻ S ⍷࠰的⍷䠅Ѱ

Q1 =
∫ t+∆t

t

∫∫
S

q⃗ · ν⃗dσdt.
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

㙂 D 烟雾的໔䠅Ѱ޻

Q2 =
∫∫∫

D

[C(x,y,z, t +∆t)−C(x,y,z, t)] dxdydz,

⭧䍞䠅ᆾᚈ定ᗁ⸛

Q1 =−Q2.

ṯᦤᴨ面〥分的 Guass ∫∫ࡦᕅθᗍޢ
S

q⃗ ·⃗νdσ =
∫∫∫

D

div⃗q dxdydz==−k
∫∫∫

D

div
(
grad C

)
dxdydz=−k

∫∫∫
D

∆C dxdydz,

ެѣ div ᱥ散ᓜ䇦ਭȾ
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

⭧前ࠖᕅ推࠰

k
∫ t+∆t

t

∫∫∫
D

∆C dxdydzdt =
∫ t+∆t

t

∫∫∫
D

∂C
∂ t

dxdydzdt,

⭧ӄ㻡〥࠳数൞ Ω× (0,∞) ,䘔㔣θ[t޻ t +∆t] ૂ D 的Աᝅ性θԛ਀ k ᱥᑮ

数 (⢟体ൽशȽ਺向ੂ性)θ࡟⭞〥分ѣٲ定⨼ᗍࡦ

∂C
∂ t

= k div(grad C) = k ∆C, (1)

䘏ᱥᣑ⢟ශ偏微分方程Ⱦ
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ṯᦤٽ䇴 (i)θࡓခᶗԬѰ作⭞൞ආḽ৕⛯的⛯Ⓠ࠳数θਥ䇦作

C(x,y,z,0) = Q δ (x,y,z), (2)

Q 㺞⽰⛤ᕯ⠼⛮᯳᭴的烟雾ᙱ䠅θδ (x,y,z) ᱥঋ位ᕰᓜ的⛯Ⓠ࠳数Ⱦ方程 (1)
┗䏩ᶗԬ (2) 的解Ѱ

C(x,y,z, t) =
Q

(4πkt)3/2 e−
x2+y2+z2

4kt .

䘏Ѡ㔉᷒㺞᱄ሯӄԱᝅᰬࡱ tθ烟雾⎉ᓜ C 的ㅿٲ面ᱥ⨹面 x2 + y2 + z2 = R2θ

ᒬъ䳅⵶⨹面ঀᖺ R 的໔ࣖθC 的ٲᱥ䘔㔣ࠅቇ的Ⱦӻᖉ t → ∞ ᰬ C(x,y,z, t)

ᢃ䏁ӄ䴬
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

(2) サ䗽烟雾的ݿᕰ的਎ौ㿺ᗁ

㘹ሕ沿一定方向サ䗽烟雾的ݿ㓵θ↚方向的䮵ᓜආḽ䇦Ѱ lθ烟雾
⎉ᓜѰ C(l)θݿᕰѰ I(l)Ⱦ᤿➝ٽ䇴 (iii) ᓊᴿ

dI
dl

=−αC(l)I(l), (3)

α ᱥ烟雾ሯݿ㓵的੮᭬㌱数θݿ㓵ᵠ䘑ޛ烟雾ᰬ (l = l0) 的ᕰᓜ䇦作 I0θ঩

I(l0) = I0. (4)

方程 (3) ൞ᶗԬ (4) с的解Ѱ

I(l) = I0e−α
∫ l

l0
C(s)ds

. (5)
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

(3) Ԡಞ的⚫ᮅᓜ与у䙅ݿ॰ต的䗯界
Ԅр面分析ਥ⸛烟雾⎉ᓜ൞グ䰪ᱥ䘔㔣਎ौ的θサ䗽烟雾䘑ޛԠಞ

的ݿᕰҕᱥ䘔㔣਎ौ的θ䛙ѾҁᡶԛՐ㿸ሕࡦ烟雾扩散ᰬу䙅ݿ的䗯界

ᴿ一Ѡݾ਎大Ƚ੄㕟ቅθᴶ㓾消失的䗽程θࡏᇂޞᱥഖѰԠಞ的㿸⎁㔉

᷒ਠᴿӤ᳍ҁ分θ㙂Ӥ᳍分界㓵⭧⚫ᮅᓜ µ 䇴ٽ定Ⱦṯᦤߩ (iv) ӻᖉ
I
I0

> 1−µ , (6)

㿸ሕ㔉᷒ѰӤθ䘏ᰬਥԛ䇚Ѱ烟雾ᐨ经消失Ⱦ᤿➝ٽ䇴 (iii) ᕰݿ⸛ I0 サ䗽⋗

ᴿ烟雾的大≊ᰬެ㺦ࠅਥԛᘳ⮛θᡶԛуᗻሯᆹ与⴪᧛䘑ޛԠಞ的ḽݿ߼ᕰࣖ

ԛ॰分ȾѰ方׵䎭㿷਌沿⵶ z 䖪的ݿ㓵θу࿞䇴Ԡಞ൞ z = ∞ ༺㙂ݿⓆ൞
z =−∞ ༺θ⭧↚ (6) ਥԛߏ作

e−α
∫ ∞
−∞ C(x,y,z,t)dz > 1−µ . (7)
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ഖѰ C(x,y,z, t) 的ㅿٲ面ᱥ⨹面θᡶԛԠಞ㿸ሕࡦ的ᣋᖧ൞ xy ᒩ面р
的у䙅ݿ॰ต的䗯界ᱥ഼ઞθ䇦作

x2 + y2 = r2.

䈛഼ઞ的ঀᖺ䳅ᰬ䰪的਎ौ㿺ᗁ r(t) ᓊ⭧ᶗԬ (7) 定Ⱦߩ

(4) у䙅ݿ॰ต䗯界的਎ौ㿺ᗁ

䘇ղީ㌱⭞࡟

ln(1+ x) .
= x (x ≪ 1),

(7) ਥौѰ ∫ ∞

−∞
C(x,y,z, t)dz <

1
α

ln
1

1−µ
.
=

µ
α
.
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ӄᱥу䙅ݿ॰ต的䗯界⭧ ∫ ∞

−∞
C(x,y,z, t)dz =

µ
α

(8)

⺤定θሼ (3) ԙޛ (8) 䘑㺂〥分θᒬޢ⭞࡟ᕅ
∫ ∞

−∞
e−x2/α dx =

√
πa ਥᗍ

Q
4πkt

e−
x2+y2

4kt =
µ
α
. (9)

ሼ x2 + y2 = r2 ԙޛ (9) ঩ਥᗍࡦу䙅ݿ॰ต的ঀᖺѰ

r(t) =

√
4ktln

αQ
4πkµt

. (10)
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案例一：烟雾的扩散与消失问题

ɋ㔉᷒分析Ɍ

ᖉ

t = t1 =
αQ

4πkµe
(11)

ᰬθу䙅ݿ॰ต的ঀᖺ r 䗴ࡦᴶ大ٲ rmȾᖉ

t = t2 =
αQ

4πkµ
(12)

ᰬθr = 0θ঩ t2 ᱥ㿸ሕࡦ烟雾ᇂޞ消失的ᰬࡱȾ

(11)-(12) 㺞᱄ t1Ƚt2 与烟雾᯳᭴䠅 Q ૂ烟雾ሯݿ㓵的੮᭬㌱数 α ᡆ↙
∊θ与扩散㌱数 k ૂԠಞ⚫ᮅᓜ µ ᡆਃ∊Ⱦᴶ੄θԄ (11)-(12) ਥᗍ

t2 = t1 · e
.
= 2.7t1,

ᡶԛᖉ㿸ሕࡦ烟雾扩散॰ต䗴ࡦᴶ大的ᰬࡱ t1 ԛ੄θቧਥԛ人ᣛ烟雾ᇂޞ消

失的ᰬࡱ t2Ⱦ(11) ᡌ (12) 的ਜ一Ѡ⭞䙊ᱥ⭞ᶛ⺤定大≊ѣ的扩散㌱数 kȾ
䉣ᘖ (ড়䰞大学数学科学学䲘) 偏微分方程方法建模 2025 ᒪ 7 ᴾ 28 ᰛ 79 / 89



..

. . . . . .

案例二

问题㜂Ქ：㘹㲇൞⛯ x ૂᰬ䰪 t ᰬޭᴿ⭫䱱Ѱ Rθ᝕ᓊ㌱数Ѱ Lθ

ᇯ䠅Ѱ Cθঋ位䮵ᓜ的╅⭫导Ѱ Gθޭᴿൽश⭫力传䗉㓵的⭫⍷ I(x, t)

ૂ⭫势 V (x, t)θ䈭建㄁ީӄ I ૂ V ┗䏩的方程
模ශ建㄁：ṯᦤะቊ䵃ཡㅢ二定ᗁ (㜳䠅ᆾᚈ൞⭫䐥ѣ的体⧦)θ൞

䮵ᓜѰ ∆x 的传䗉㓵ѣθ⭫ু䲃ᓊㅿӄ⭫动势ҁૂθ঩

V (x, t)−V (x+∆x, t) = R∆xI +L∆x
∂ I
∂ t

,

њ䗯䲚ԛ ∆xθᒬԚ ∆x → 0 ᗍࡦ

∂V
∂x

=−RI −L
∂ I
∂ t

, (1)
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案例二

ਜ一方面θ⭧ะቊ䵃ཡㅢ一定ᗁ (⭫㦭ᆾᚈ൞⭫䐥ѣ的体⧦)θ⍷ޛ
㢸⛯的⭫⍷ᓊㅿӄ⍷࠰䈛㢸⛯的⭫⍷θ঩

I(x, t)− I(x+∆x, t) =C∆x
∂V
∂ t

+G∆xV,

њ䗯䲚ԛ ∆xθᒬԚ ∆x → 0 ᗍࡦ

∂ I
∂x

=−C
∂V
∂ t

−GV. (2)

᮪⨼ਥᗍ I,V ᓊ┗䏩ྸс偏微分方程组Vx =−LIt −RI,

Ix =−CVt −GV
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案例二

Ѱ消ৱ Vθሯ (2) њㄥ作 x 的微分θሯ (1) њㄥ作 t 的微分θᗍࡦ

Ixx +GVx =−CVxt , Vxt =−LItt −RIt ,

঩

Ixx +GVx −LCItt −RCIt = 0.

ԙޛ (1) ਥᗍ
Ixx −aItt −bIt − cI = 0,

ެѣ a = LC, b = RC+LG, c = RGȾੂ⨼ਥᗍ

Vxx −aVtt −bVt − cV = 0.

᮪⨼㌱数ਥᗍ⭫ᣛ方程Ѱ

utt −
1

LC
uxx +(p+q)ut + pqu = 0, (⋆)

ެѣ p = G
C ,q = R

Lθᨅ䘦Ҽ⭫ুૂ⭫⍷൞传䗉㓵р䳅ᰬ䰪ૂグ䰪的਎ौީ㌱Ⱦ
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案例三：高温作业服装热传导

• 国大学生数学建模ㄔ䎑ޞ 2018 ᒪ A 题：高温作业服装热传导
问题㜂Ქ：൞高温⧥ູсᐛ作ᰬθ人Ԣ需㾷サ⵶щ⭞服装ԛ䚵ރ⚲

՚Ⱦщ⭞服装䙐ᑮ⭧三ቸ㓽⢟ᶆᯏᶺᡆθ䇦Ѱ IȽIIȽIII ቸθެѣ I ቸ与
ཌ界⧥ູ᧛䀜θIII ቸ与ⳤ㛚ҁ䰪䘎ᆎ൞グ䳏θሼ↚グ䳏䇦Ѱ IV ቸȾѰ
䇴䇗щ⭞服装θሼ体޻温ᓜ᧝࡬൞ 37ºC 的ٽ人᭴㖤൞ᇔ僂ᇚ的高温⧥
ູѣθ⎁䠅ٽ人ⳤ㛚ཌם的温ᓜȾѰҼ䲃ք⹊ਇᡆᵢȽ㕟⸣⹊ਇઞᵕθ

䈭࡟⭞数学模ශᶛ⺤定ٽ人ⳤ㛚ཌם的温ᓜ਎ौ᛻߫
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案例三：高温作业服装热传导

问题分析：问题㾷求൞㔏定ཌ界温ᓜૂ高温ᐛ作服਺ቸᶆᯏ৐ᓜ的

ᶗԬс求解ᐛ作服的温ᓜ分ᐹ᛻߫Ⱦṯᦤ热学分析ਥԛ建㄁ީ࠰ӄ਺ቸ

ᶆᯏ传热᛻߫的偏微分方程组模ශȾᐛ作服的ࡓခ温ᓜԛ਀ᐛ作䗽程ѣ

ᶆᯏ਺Ӛ界面的温ᓜ作Ѱ਺ቸ偏微分方程䗯界ᶗԬȾ
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案例三：高温作业服装热传导

ሯӄ偏微分方程的建㄁θ热传导൞уੂ温ᓜ的⢟体⴮ӈ᧛䀜ᡌ㘻ੂ

一⢟体уੂ䜞分ޭᴿуੂ温ᓜᰬӝ生θㅜਾᵢ题ѣࠖ〃ᶆᯏӈ⴮᧛䀜传

䙈热䠅的᛻ᖘȾሼٽ人ᣳ䊗Ѱཐቸӈ⴮ऻ㼯的ੂ䖪഼ḧ体੄θਥԛሯр

䘦三㔪ࠖ֋模ශ䘑㺂䲃㔪༺⨼θ建㄁一㔪ࠖ֋模ශȾъ䈛题ਥᘳ⮛ሯ⍷

传热与䗆ሺ传热的ᖧଃθ⢟体޻䜞的热传䙈⭧ڻ䠂ਬ定ᗁ⺤定θ㙂⢟体

㺞面ૂ޻䜞的热䠅⍷动৾┗䏩㜳䠅ᆾᚈ定ᗁθדᦤ题ⴤ㔏定䜞分䗯界ᶗ

Ԭਥ建㄁一㔪热传导模ශȾ

⢟体൞䗯界р与ެԌ传热ԁ䍞᧛䀜ᰬθ⢟体㺞面与ԁ䍞的温ᓜᖶᖶ

у⴮ੂθ↚ᰬ䘆⭞⢑亵߭প定ᗁ：ঋ位ᰬ䰪Ԅ⢟体⍷ޛԁ䍞ѣ的热䠅ૂ

њ㘻的温ᓜᐤᡆ↙∊θਥ⺤定热传导的ㅢ三㊱䗯界ᶗԬȾ
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作业

1.δ俏烟䗽┚౪的作⭞ε：䗽┚౪作⭞与ᆹ的ᶆᯏૂ䮵ᓜᴿӶѾީ
㌱θ人体੮ޛ的∈⢟䠅与ଠӑഖ㍖ᴿީθެѣଠӑഖ㍖ᖧଃ大ϋ䈭分析

੮烟ᰬ∈⢟䘑ޛ人体的䗽程θ建㄁䗽程的数学模ශȾ
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作业

2. 䇴温ᓜٽ u = u(r, t) ᱥ⨹ሯ〦的θެѣ r ᱥࡦ一Ѡര定⛯的䐓

⿱ (r2 = x2 + y2 + z2)Ⱦ㘹㲇ԁӄњѠঀᖺѰ a ૂ b 的ੂᗹ⨹ҁ䰪的 (ᰖ
Ⓠ) 热⍷

(a) 䇷᱄ᙱ热㜳ᱥ 4π
∫ b

a cρur2dr

(b) 䇷᱄൞ r = b ༺θঋ位ᰬ䰪޻⍷࠰的⨹༩的热㜳ᱥ

−4πb2K0
∂u
∂ r

|r=b,

ᒬъ൞ r = a ༺㊱ղ㔉᷒ᡆ㄁

(c) ⭞࡟ (a) ૂ (b)θ推导࠰⨹ሯ〦热传导方程

∂u
∂ t

=
k
r2

∂
∂ r

(r2 ∂u
∂ r

).
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作业

3. ሯӄਥ਎ᡠ面 A(x) (x ᱥԄ৕⛯沿䖪ᵼ⎁䠅的) 的㠠⭧ᕯ性ᵼ的
㓫向振动θٽ䇴ᵼ的ᶆᯏ┗䏩㜗ށ定ᗁθ䇷᱄位〱࠳数 u(x, t) ┗䏩一

㡢的波动方程θެѣ c2 = λ
ρ , ρ ᱥᨅ䘦ᕯ性ᶆᯏ性䍞的ᑮ数 (঩ᵼ的㓵

ᇼᓜ)Ⱦᖉ A(x) ᱥѠᑮ数ᰬθр䘦方程ㆶौѰ一㔪波动方程Ⱦ
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䉘 䉘 έ
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